DESIRE ANDRE
Sur les permutations alternées

Journal de mathématiques pures et appliquées 3¢ série, tome 7 (1881), p. 167-184.
<http://portail.mathdoc.fr/lJMPA/afficher_notice.php?id=JMPA_1881_3 7_A10_0>

Cel 7'de
‘gallica
0

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par la Cellule MathDoc
dans le cadre du pdle associé BnF/CMD
http:// portail.mathdoc.fr/ GALLICA/


http://portail.mathdoc.fr/JMPA/afficher_notice.php?id=JMPA_1881_3_7_A10_0
http://gallica.bnf.fr/
http://portail.mathdoc.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://portail.mathdoc.fr/
http://portail.mathdoc.fr/GALLICA/

SUR LES PERMUTATIONS ALTERNEES. 167

Sur les permutations alternées ;

Paz M. Disieé ANDRE.

Le présent travail a pour point de départ la notion, probablement
toute nouvelle, des permutations alternées de n lettres distinctes, et
pour objet 'étude du nombre 24, de ces permutations.

Nous définissons les permutations alternées de r éléments distincts ;
nous donnons le moyen decalculer, de proche en proche, la moitié A, de

. . . . . . A
leur nombre ; nous déterminons la fonction génératrice de lafraction n—-’,‘ :

nous en déduisons les développements de tangx et de sécx suivant les
puissances croissantes de 2; nous appliquons les résultats oblenus &
différents développements ou séries; nous en tirons plusieurs consé-
quences touchant les développements des fonctions elliptiques; enfin
nous donnons de nouvelles et plus simples formules pour calculer les
nombres A,,.

Il se trouve que ces nombres A, ne sont autres que les coefficients

it
de %—, dans le développement soit de tangw, soit de sécx. Ces coeffi-

cients avaient été considérés déja. Grice aux permutations alternées,
nous en pouvons donner une définition combinatoire trés simple, trés
nette, et indépendante de tout développement.
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I. — Définition des permutations alternées.

1. Considérons n éléments distincts ¢,, «,, 5, ..., ¢, et formons-en
toutes les permutations. Si, dans I'une quelconque d'entre elles, nous
retranchons chaque indice du suivant, nous obtenons une suite de 7 — t
différences, dont aucune n’est égale i zéro, et qui, dans toutes les per-
mutations, sauf deux, sont les unes positives, les autres négatives.
Lorsque, tout le long de cette suite, ces différences sont alternativement
positives et négatives, la permutation correspondante est alternée.
Lorsque, au contraire, cette continuelle alternance des signes ne se
présente pas, la permutation n’est pas alternée.

Par exemple, dans le cas particulier ou » = 4, les permutations

O QaUally, RyQellya,
sont alternées, et les permutations

: CloOlg Lylly, Oglallyy
ne le sont pas.

2. Le nombre des permutations alternées de n éléments distincts
dépend évidernment, et uniquement, de n. Par sa nature méme, il est
forcément positif et entier; et I'on peut démontrer, d’'une maniére trés
simple, qu'il est toujours pair. 1l suffit effectivement de faire observes
que les permutations alternées de n éléments distincts se correspondent
deux & deux. L'un des moyens les plus commodes d’établir cette cor-
respondance consiste 4 associer les permutations qui présentent les
mémes indices dans un ordre exactement inverse.

En associant de cette facon les permutations alternées de quatre élé-
ments, lesquelles sont au nombre de dix, on obtlent les cinq couples
suivants :

X o300, €L ot 0ty05a,
e, o a0 et oy o0, 0,
Aotz 0,0, €t 0,0, a0,
A, 0 0y €0 otyer, 0,0,

AgUsUdyUy €L o0 0,0,.
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3. Nous représenterons par 2A, le nombre des permutations
alternées de » éléments distincts. Comme il n’y a de permutations al-
ternées que parmi les permutations d’au moins trois éléments, les sym-
boles A,, A,, A, sont dépourvus de sens. Pour la régularité des for-
mules, nous les emploierons néanmoins, en convenant de les regarder
comme égaux chacun 4 I'unité.

Le nombre A,, moitié du nombre des permutations alternées de n
éléments distincts, posséde ainsi, on le voit, une définition trés simple,
trés nette, purement combinatoire et indépendante de toute considé-
ration de développement.

1I. — Calcul des nombres A,.

4. Comme nous I'avons déja fait observer ('), le moyen général de
calculer les nombres tels que A, qui se présentent dans I'analyse com-
binatoire consiste & déterminer une relation entre le nombre A,,.,, pax,
exemple, et les nombres analogues d'indices moindres A,, A,,,
A3, . ... Pour parvenir 4 une pareille relation, nous partagerons les
permutations alternées des n + 1 éléments distincts &, ay, &3y .+« .5 Gy,
en n + 1 classes, savoir : les permutations alternées ou I'élément e,
occupe la premiére place; celles ou il occupe la deuxiéme place ; celles
ou il occupe la troisiéme place; ...; celles ou il occupe la (n + 1)ieme
place.

5. Formons toutes les permutations alternées des n + 1 éléments
distincts a,, &y, &3, ..., @y, OU 'élément «,,,, qui posséde Vindice
le plus élevé, occupe la (p + 1)®e place.

La premiére opération A effectuer, c’est évidemment de partagerles n
autres éléments en deux groupes, I'un de p éléments qu’on devra
placer avant @, ,, 'autre de.n — p éléments qu'’il faudra placer aprés.
Et ce partage en deux groupes pourra s’effectuer d'un nombre de ma-

(1) Bulletin de la Société mathématique de France, année 1879.
Journ. de Math. (3¢ série), tome VII. — Mai 1881, ' 22
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niéres différentes égal au nombre C” des combinaisons simples de
n objets p a p.

Supposons qu’on ait effectué ce partage de I'une quelconque de
ces C} maniéres. Les p éléments du premier groupe devront étre dis-
posés en une permutation alternée o V'indice de l'avant-dernier élé-
ment surpasse celui du dernier. Le nombre des dispositions différentes.
dont ces p éléments sont susceptibles est donc égal & la moitié du
nombre des permutations alternées de p €léments distincts, c’est-a-dire
a A,. De méme, les n — p éléments du second groupe devant former
une permutation alternée ou 'indice du premier élément soit moindre
que celui du second, ces n— p éléments seront susceptibles d’un
nombre de dispositions différentes égal & A,_,.

Par conséquent, 4 un seul mode, quelconque d'ailleurs, de partage en
deux groupes des n éléments autres que g, ,, correspond un nombre,
egal au produit A, A,_,, de permutations alternées de n + 1 éléments,
dans chacune desquelles a,,, occupe la (p + 1)¥" place. Et il s’cnsuit
immédiatement que le nombre des permutations de ce genre que don-
nent tous les modes de partage, c’est-d-dire le nombre total des per-
mutations alternées de n + 1 éléments, ol @,., occupe la (p + 1)ime
place, est égal au produit C7A,4,_,.

6. Ainsi, le nombre des permutations alternées de n -+ 1 éléments
distincts, ou 1'élément ,,, occupe la premiére place, est C;A,A,.

Le nombre de celles ot il occupe la deuxiéme place est C,AA,_,.

e nombre de celles ou il occupe la troisiéme place est C;A,A,_,.

Etainsi de suite.

En ajoutant tous ces résultats, on trouve évilemment le nombre
total 24,., des permutations alternées de 7 + 1 éléments distincts. De

1a I'identité
28, =CoA A, +C A A+ CiA A, o +.. .+ CiA,A,.
D’ailleurs, le mode de raisonnement qﬁe nous venons d’employer

nous montre bien que cette identité est exacte pour toutes les valeurs
de n supérieures a l'unité. Il se trouve qu’elle subsiste encore lorsque »
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est égal a I'unité, mais elle n'est plus vraie dans le cas ou 7 est égal &
zéro.

7. Cette identité donne un moyen simple de calculer, de proche en
proche, les nombres A,. Elle est d’'un emploi d’autant plus commode
qu'elle ne renferme, i son second membre, ni signe —, ni nombre frac-
tionnaire. Nous avons, par convention (3),

Ao-:[, A‘:-], A2=]-
En appliquant notre formule, nous trouvons

Arb=2, A,=5, A,=16, A,=6I,
A, =272, Ay;=1385, A,=1936, ....

Nous donnerons, dans la suite du présent travail, d’autres formules,
encore plus simples, pour effectuer ce méme caleul.

. v ’ . 3 .&
III. — Fonction génératrice des fractions —-

8. Posons d’abord
“\-n

-—=aq

n! n:

L’identité précédemment trouvée (6) se transforme en celle-ci

2(” -+ ])an-(-i = Q@+ A By + A3 @py_g . . .-+ Aya,,
»
qui est, comme la précédente, exacte pour n égal ou supérieur a I'unité,
mais fausse pour n = o.

. NP . . . » 4 . A. Y .
Puis, désignons par Y la fonction génératrice de -, c’est-a-dire

-de a,. Nous aurons, d’aprés la définition bien connue des fonctions
génératrices, .
Y=a,+ a,x+ a,x®+ a,x*+.. .,
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et la question que nous nous proposons présentement, c’est de déter-
miner Y.

9. Pour cela, revenons & lidentité (8) qui lie le nombre a,,, aux
nombres a,, @,_,, @,_,, . ... Sa forme nous suggere 'idée de considérer
le carré de Y. En le formant, nous trouvons

Y =a,+ (a,a,+ a,a,)x + (a,8,+ a,a, + a,a,) €’ +...;

¢’est-a-dire, si nous faisons usage de I'identité rappelée, en évitant soi-
gneusement de I'employer dans le cas de » = o, ouelle est fausse,

Y!=a,+2.2a,2 + 2.3a,2*+. ...
Dans ce nouveau second membre, la série qui suit a; est évidemment
égale 4
9 'dY a A
((sz ',) '
Donc, nous avons identiquement I'équation différentielle suivante

2 dyY
2 __ 52
Y?=a,+ 2((—Iw—a,>,

qui devient, lorsqu’on y remplace a, et @, chacun par l'unité,

dY
2
Yi=12 =
Nous en déduisons

arctangY = ; +C;

et, puisque Y se réduit a a,, c’est-a-dire a Y'unité, lorsque « = o, la
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constante G est égale i 7 4 7+ Donc, finalement,
Y =tang <3[-: -+ f)
Telle est la fonction génératrice du nombre a,, c'est-a-dire de %
10. Nous pouvons donc écrire
tang(% -+ f) =ay+ a, % + a.,xﬁ-l-aax' e,
ou bien, en revenant aux nombres A,,
tang(f—,:—i— ) A, + A, ,—i—A2 +A,3,+

C'est cette derniére formule (*) qui va servir de fondement i toute
la suite de ce Mémoire.

IV. — Développements de sécx et de tang x.

11. Notre formule fondamentale
T
tzmg(Z 2) VR WA VS oy Vg
devient immédiatement, par le changement de z en — x,

tang(-—-_) M—AZ AT AT

(1) Présentée a '’Académie des Sciences, dans sa séance du 12 mai 1879. -
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Or, nous avons ces deux identités
N T x o xr

.2 1) 8
sécw=A0+A2%+A,-Z’-'4:AGg_' e

8218

2 tangx = tang G + g) — tang (’,: —
Donc

4

® x5 7
langx:A. 1 +Aa‘§i+ Ang +A7::—T e

Ces deux formules donnent, on le voit, les développements de séca
et de tanga, suivant les puissances croissantes de z, et elles rendent
manifeste une corrélation remarquable entre les coefficients de ces
deux développements.

12. 1l y a environ deux cents ans que les géométres ont commencé
a s’occuper du développement de tanga, et probablement de celui de
sécx, car on trouve, vers la fin du xvne siecle, dans le Commercium
epistolicum, une lettre de Grégory ou il est question du premier de ces
développements. Toutefois, il nous semble que ce n’est quen ces
derniers temps qu'on a eu l'idée de considérer, au lieu des coefficients
a, qui sont fractionnaires, leurs numérateurs A, qui sont entiers; de
chercher des formules simples pour calculer ces numérateurs ; enfin de
rapprocher, comme nous venons de voir qu’on doit le faire, les deux
développements de sécz et de tangz. L'honneur en revient, croyons-
nous, 4 M. Catalan.

Dans un article faisant partie de ses Notes d’Algebre et d’Analyse ('),
M. Catalan pose en effet, a priori,

2 3 .6
sécx:G,,+G2§—, +G‘% +Gag—, 4

. 3 K 7
tangz = G, I +G,§—!+G5§—!+G,% TR

(*) Extraits du Tome XLII des Mémoires de I’ Académic ro )'alé des Sciences
de Belgique; 1877.
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et, par cela seul, il établit, entre ces deux développements, le rappro-
chement qu'il faut établir. De plus, il considére, comme on le voit, non
pas le coefficient fractionnaire de «”, wais le coefficient entier de

rt . a1 . .o, ’
— Enfin, par des considérations tirées des développements eux-

mémes, il obtient, pour calculer les nombres G, la formule
26, = C,G,G, + C.G,G,_, +C2G,Gy_s +. ..+ C'G,G,,

qui se confond avec celle que nous avons obtenue pluq haut (6) pour
le calcul des nombres A.

Aprés ce travail de M. Catalan,,il ne restait plus 4 découvrir que la
signification combinatoire des nombres G, lesquels n’étaient encore dé-
finis que par les développements mémes ou ils figurent. Ce probléme
est résolu par le présent travail. 11 est clair, en effet, que les coeffi-
cients G et les coefficients A ne différent point. Or, d’aprés ce qui pré-
céde, les nombres A possédent une définition combinatoire trés
simple, trés nette, et par conséquent une existence propre, indépen-
dante de tout développement.

Ainsi, la notion des permutations alternées donne la signification
combinatoire des coefficicnts des développements de sécx et de tangz,
tout comme la notion des combinaisons simples donnait celle des coef-
ficients du bindme. La meilleure maniére de définir le coefficient de 2
dans le développement de (1 + x)", c’estde dire qu'il est le nombre des
combinaisons simples de m objets # 4 n. De méme, la meilleure ma-

n
niére de définir le coefficient de i—i—, dans le développement, soit de

tangx, soit de séca, c'estde dire qu'il est la moitié du nombre des per-
mutations alternées de n éléments.

V. — Dipers developpemenis et séries.

13. En tenant compte de la forme, facile & déterminer, des déve-
loppements de cotx et de coséca, s'appuyant sur les développements
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obtenus (11) de sécz et de tangx, et s’aidant des identités simples
cotz = ZcotZ — 2 tangf,
2 "2 2 2
. 1 x 1 x
cosec = _cot— + ~tang—,

on arrive & ces deux développements :

A =z A, 28 A, 2t

cotx = — — — - i ——

t 2t—7q 1! ob—1y 3! 98— 5! ’

cosbox = L 4 2—1 A, = 28—1 Ay 2 25 —1 A a“"_i_
- 22—1 2 1! 2t—1 23 3! 2l—1p 2% 5!

14. En différentiant par rapport & 2 les développements de tanga,
cotx, séca et cosécx, on obtient les résultats suivants :

x? xt 8
C 2 x zt
sclw =4+ A rhp Ag o
) COSéCg.T freg ! -+ A‘ +4- A-" xz ' 1‘\5 .'l»" +
T2 22— 2v—1 2l ' af— 4! )

, & a3 b 27
secxtangw:A,ﬁ —i—A,ﬁ +A°ﬂ + A“ﬁ TN
cosécxcotw—.—.%—*— o S Mo i S A

15. En intégrant les formules qui donnent tangz, cotz, sécx et
cosécz, et choisissant convenablement les constantes d’intégration, on
arrive 4 ces développements :

w? x‘ 1'6 xs
oSy —=—A, — — A, 7~ — A~ —A. - —...
L cos A —Asy = Asy — A ’
. A, 2 A, 2t A, af A, 28
—_— = - —_— — ek S S S
Lsinz —1. 2?—1 9/ 2t —1 4! 26— 6! 28— 8! ’

o« x at x’ z7 a?
Ltang(z+;>=Aoﬁ+A23‘—!‘ 'FA4§T +A05—!+A8§T e
2 —1 A, 22 2% —1 Aaa_fi
2'—1 2 2! = 2t—1 2% 4!
B—1 A2t aT—1 A 2t
25—1 25 61 ' 20—1 27 81

Ltangg—flJ';:

.o
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16. En comparant les développements de sécw, tangx, cotx et
cosécx qui précedent aux quatre formules connues :

sécx = nz A=ntat—y)

3
1 ‘x’—~(2t—1)’f-

4

{
tangxr = 22 E 3 )

! 2 T H
: 1 (’).t—l) -Z-—.Z‘

o0
1 1
cotx = ps -+ 2.122‘;——————,__[,“,,
1

1

on obtient, pour toutes les valeurs de » entiéres et supérieures a zéro,
les égalités suivantes :

1 I ! ! 1 A, w22
— + — o= = (=
2l T FEET T Bl T pad — 2 (2n)! ?

2

1 + I + I + 1 + 1 Ay [m\*

128 32 52 78 T a(2n—1)! (2 ’
Ao o Ay

i*n 22 3en 4" T a(an—1)l a1’

1 1 1 I a1 Ay, [T\
FECE— + 3 T Z;T" Hoee= PYLEE | (2n——1)!<;> ’

dont la troisiéme et la quatriéme peuvent se tirer de la seconde.

17. Toutes les formules (13, 14,15, 16) de ce paragraphe étaient
déja connues; mais I'introduction du symbole A,, moitié du nombre
des permutations alternées de n éléments distincts, leur donne, selon
nous, un nouveau degré d'intérét.

Journ. de Math, (3¢ série), tome VIL — MAr 1881 23
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V1. — Remarques sur les fonctions elliptiques.

18. La fonction elliptique A () satisfait, comme on sait, & I'équation
différentielle

(%_)’= I — (14 £ A2 4 A0,

et se développe, suivant les puissances ascendantes de la variable i,
sous la forme

x xs ] x'l
Ma@)= 5 -—P,ﬂ+P,§’—!—Psﬁ+-o-,

dans laquelle P,, P,, P, ... sont des polynémes déterminés, entiers
par rapport au carré £* du module.

Or, l'équation différentielle qui précéde nous montre que, lorsque
k=1, la fonction} (x) se réduit i 'expression —itangix, dans laquelle i
représente \/— 1. Si nous nous reportons alors au développement
donné plus haut (11) pour tangz, et que nous représentions toujours
par A, la moitié du nombre des permutations alternées de n éléments

distincts, nous voyons que, pour k = 1, le développement de 2.(z) de-
vient

x z3 xs z’
A'-l_!._Alﬂ +A58—!‘—A17_!‘ +"'

1l s'ensuit immédiatement que, dans les polynémes P,, Py, Py, ...,
qui sont entiers en £*, les sommes des coefticients sont respectivement
égales aux nombres A, Ay, A,, ...

19. De méme, les deux fonctions elliptiques p.(x), v(x) satisfont
respectivement aux deux équations différentielles

(;’7*:)= (1—&) + (2B — )2 — A2p,

av\? .
g
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et se développent respectivement sous les formes

2 13 U]
pla)=1-QF + Q77 = Qg+

V(x):""B-l;z!'*‘Ra%_Rs:‘:’*‘“"

dans lesquelles Q,, Q;, Q,, ..., Ry, Ry, Ry, ... sont des polynémes
entiers en A3

Or, on voit facilement que, lorsque £ = 1, chacune des fonctions
(), v(x) se réduit a sécizx, la lettre { représentant toujours le sym-
bole —1.

Donc, lorsque £=r1, chacun des développements précédents se
réduit a

z* z* 28
Ao_‘ Agn‘*“A‘?‘-!' ""As'6_!' +""

Donc, dans les polynomes Q,, Q., Q,, ..., comme dans les poly-
nomes R,, Ry, R;, ..., lessommes des coefficients sont respectivement
. égales & A,, Ay, Ay, ..., Clesi-i-dire aux moitiés des nombres des
permutations alternées de 2, 4, 6, ... éléments distincts.

VII. — Propriétés des nombres A,.

) . n s
20. Le nombre A, étant le coefficient de %—, dans le développement

soit de sécx, soit de tanga, la considération de ces développements
fournit diverses égalités ou figurent les nombres A,. Nous ne considé-

rerons parmi elles que celles qui nous paraitront simples et intéres-
santes.

21. Reprenons la formule fondamentale

(@) 2Anes=CoAoA,+CiA Ay +CiA, Apy b+ ChALA,,
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(ue nous avons établie en commencant (6), qui subsiste pour toutes
les valeurs de n supérieures a zéro, et ol les coefficients C;, C,,
ias +++» Ch sont ceux de la n'™¢ puissance du bindme.
Cette formule constitue une relation du second degré entre les
nombres A. Ce n'est point la seule relation de cette espéce qui existe
entre ces nombres ; nous allons facilement en établir plusieurs autves.

Pour cela, prenons simultanément les deux formules

T oz x z? x°
tang(zﬁ-;)::A" + A|ﬁ+A25—, -+—A3.3_'.+ K
T oz x z? a?
tang(z—;).--ﬁo-—ﬂ,l—?-f-A?;‘—i A33!"T‘--s

que nous avons déja considérées (11). En les multipliant membres &
membres, et remarquant que le produit des deux premiers membres
est égal i 'unité, nous trouvons la formule

<|B§ C,(:Ao An _ C,:Al An—-l + C;A: A/4-—2 —...E CZ AnAu =0,

qui est encore une relation dit second degré entre les nombres 4, on
les coefficients C ont la méme signification que dans la formule fonda-
_ mentale, et qui se réduit & une identité évidente lorsque I'indice n est
un nombre pair.

Cette seconde formule, combinée avec notre formule fondamentale,
nous fournit immédiatement les deux relations

(7) An+l = C,‘: AOAN + C:: AﬂAn—:l + (;;AlA'II- e AR
(d) Ao =CA A +CoAA, +C A+ ..,

dont la seconde a été donnée (') déja par M. Catalan, dans le cas par-
ticulier ou » est un nombre pair.

22. On trouve encore des relations du second degré entre les

(') Loc. cit.
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nombres A, en partant de I'identité

z w x z
([ —-tang—z—) lang (-4- —+- ;) =1+ tang-
On arrive ainsi, en effet, aux deux relations

(a) 2‘“’Aﬂll = 2(:;”A|A2n_| + Z'C:‘ Aa AQ"._;; + ‘e -+ 23”_' C:z_' A2n—| Agu

2n
$ '\2" - l).-\g,,‘, = 2(? ArAyu
!

20+

+ 2° C;m-u AAgp s +. .. +2M—'C:Z“A,”A Lo

URY

(ui ont été trouvées déja par M. Catalan ('), et qui sont vraies ponr
toutes les valeurs de n entiéres et supérieures & zéro.

La seconde de ces formules nous montre que, pour toutes ces mémes
valeurs de n, le nombre A,,,, est divisible par 2*. C’est une propriéte
fort curieuse du nombre A,,,,. Il s’ensuit que le nombre des permuta-
tions alternées de 2m + 1 éléments distincts est toujours divisible
par 2"+

23. Pour obtenir, entre les nombres A, des relations du premier
degré, il sufﬁt de partir des identités

tangx cosx = sinx,

sécx cosx =1,

'y remplacer chaque ligue trigonométrique par son développement,
puis d’égaler dans les deux membres les coefficients des mémes puis-
sances de z. On trouve ainsi, aprés quelques transformations treés
simples, les deux formules

N AL 2 AR 20 . \
(4) (".mw Mg — Gy Agpy + ("2n+1A2"—'-! —...k (szl Ay=(—1),
0 ) 4 2
(9) Cophan —C A2+ ClpAg —.. . G A = 0.

(M) Loe, cit.
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La premiére de ces deux formules montre immédiatement que, quand
2n + 1 est un nombre premier, A,,,, ~(—1)" est divisible par ce
nombre, C'est la une propriété remarquable des coefficients dua déve-
loppement de tanga.

24. On peut encore obtenir deux relations du premier degré en
considérant les deux identités

(1 + cosa2x)séc’x = 2,
(14 cos2z) sécx tangx = 2sinr,

ct utilisant les développements obtenus plus haut (14) pour séc*x et
pour séca tangz. On trouve ainsi

. U 2 I 24 (20 —
' l) (*‘:mAMM - 2C-.m Aﬂu—l -+ 2°C Az::-—! — ..k 2™ ‘C:mAC =0,

2m
lo 0 2 N el 2WM—-3 2N-2 "—4
/') C!ll—-! Aﬂ"'— 2(‘2::—5 Aﬂn—2+ 2 C-_rn—l A'2ll—4 —...E2 Czn_. _‘(— I) ’

25. Dans chacune des relations du premier degré qui précédent,
les indices des nombres A sont tous de méme espéce : tous pairs ou tous
impairs. On peut obtenir facilement I'expression de A,,., en fonction
des A précédents d'indices pairs, et aussi celle de A,, en fonction des A
précédents d'indices impairs.

Considérons, en premier lieu, I'identité

tangx = sécx sinz,

remplacons-y chaque ligne trigonométrique par son développement, et
identifions les vésultats Nous trouvons

! — 3 3 20 +14
'\l) A2l!1—| - C-_)n+|A".‘Il - CanAM—e + C2Il+|A2II-—~-i T =x Cg,“.q AO'

Considérons, en second lieu, I'identité

sécx tangx = séc’x sina,
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et identifions encore les résultals qu'on obtient en remplagant par son
développement chacune des quantités séca tangx, séc?x et sinz. Nous
arrivons a cette nouvelle formule,

(‘U) A,,, = C;II—-I A,,,_, - an—l A,,,_,, + Czsm—l Aﬂn—s —...E "fZZ: S
26. Enfin on peut obtenir une relation du premier degré ou figurent
tous les indices consécutifs n, n — 1,  — 2, .... En partant, en effet,

de l'identité

03 x x o X x s
— - —_— == st )
tang(i + 2>(cos2 sm2> cos - + sin>;
on parvient a I'égalité

2"021\" - 2% C;lAll—l - 2’1-2C§A”‘2
+ 2" Ch Ay ... E ChA = (— 1),

(v)

p étant la partie entiére de la fraction =-
2

27. Toutes les formules qui précédent peuvent étre employées au
calcul de proche en proche des nombres A, mais elles ne sont pas toutes
également commodes.

Parmi celles du second degré, les plus commodes sont les for-
wules (7) et (7). Elles permettent chacune de calculer les nombres A
environ deux fois plus vite que par la formule fondamentale (a). Elles
offrent cet avantage évident de ne présenter 4 leurs seconds membres
ni signes —, ni dénominateurs. On leur peut reprocher d’exiger, pour
chacun de leurs termes, deux multiplications.

Parmi les formules du premier degré, les plus commodes sont les
formules (n), (6), (1), (). Elles ont le défaut de contenir des signes —,
mais leurs seconds membres sont exempts de dénominateurs, et
chacun de leurs termes n’exige qu'une seule multiplication.

On peut comparer enfin les degrés de commodité des formules (7)
ct (0) d'une part, et des formules (v), (9), (1) et (1) de I'autre. Le
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raisonnement semble insuffisant pour décider lesquelles sont les plus
avantageuses. Je pencherais néanmoins pour les formules (y) et (9),
(ui sont du second degré, mais ot les calculs s'effectuent sur des
nombres plus petits.

28. Les formules qui précédent se déduisent toutes d’identités rela-
tives aux deux fonctions séca et tangx. En considérant les identités
analogues relatives & cosécx et & cotx, on obtiendrait d'autres for-
mules, en général beaucoup moins simples que les précédentes.

Cies nouvelles formules d'ailleurs, de méme que celles qui précédent,
pourraient servir & leur tour de points de départ pour de nouvelles
recherches. Les nombres A sont liés, en effet, les uns aux nombres de
Bernoulli, les autres & ceux d'Euler. A chaque relation entre les
nombres A correspond donc une relation entre ces divers autres
nombres, laquelle évidemment peut servir 4 les calculer.




