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Abstract : !
We consider path in the lattice of positive integer coordi-
nate}where the possible "moves" are of four kinds : (1) increasing
the x coordinate by 1, (2) decreasing the % coordinate by 1, (3)
increasing the y coordinate by 1, (4) decreasing the y coordinate
by 1. The number of such paths of length £, from (0,0) to any point !
whose y-coordinate is 0, lying below or touching the main diagonal, |

is.cc ,, for i=2n anq _Co41Cp4; for £=2n+l where C, is the

Tatalan number. We give a bijective proof of this result. As corollary

/(}(_ ? (/fjég;.f we give exact formulas for the number of standard Young tableaux
having n cells and ataost k rows in the cases k=4 and k=5

—— ——————

I - Introduction.

L)t interviennent dana de

Les nombres de Catalan C_ =

! !
c.y trés nombreuses formules d'énumération? é?té;s, entre autres, le nom- '
bre de fagons de partager un polygone en triangles (Euler [8], j
Segner [21]), le nombre de maniéres d'effectuer un produit de n fac- ;
teurs (Rodrigues [21], catalan [3]), le probléme du scrutin (Bertrand |
[2]), les arbres dessinés (Harary, Prins, Tutte [15]), les chemins ;
minimaux sous-diagonaux (André [1]). Plus récemment des formules i
d’énumération ont fait intervenir le produit de deux nombres de '
Catalan consécutifs C C n+1 et le carré d'un nombre de Catclar C C . ]
On rencontre ces nombres dans 1'énumération de certaines famllles de
cartes planaires (Mullin [17], Tutte [18]) et dans 1'énumération des
permutations de Baxter alternantes (Dulucq [6], Cori, Dulucqg, Viennot

[s5]).

Le principal résultat de cet article est d'établir que CnCn :

et CnCn+1 énumérent aussi une classe de chemins sous-diagonaux.
(/{ On appelle chemin une'ligne polygonale dans le quart de plan '
'L€0yL€“ des coordcnr.ées entigres constituée par une suite de points
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AO'AI""'An tels que A soit l'origine et que les coordonnées _Fﬂ ;ZC)
4 ﬁaqy de A, et (pi+l’qi+l) de A, ,, vVérifient 1'une des quatres
bnditions suivantes (i=0,1,...,n-1) :

(1) pi+1=pi+1 et 541795 (pas Est) .
(2) Pi417Py et 9441791 (pas Nord).
(3) pi+1=pi—l et 954179 (pas Ouest).
(4) Pi+17P; et qy,,9;"1 (pas Sud).

La longueur d'un tel chemin est n. Il peut &tre considéré
e e,
comme non minimal car ce n'est pas forcément le chemin le plus court
———————
qui relie l'grigine au pcint An. Il est dit sous-diagonal si pour
—

i=1,2,...,n P; est supérieur ou égal 3 a; - Ces chemins sous-
diagonaux ont é&té& introduits par G. Viennot qui a conjecturé le

résultat suivant qui est démontré ici :

Théorémg_l - Le nombre de chemins sous-diagonaux de lcngueur 2n
dont l'extrémité& terminale est sur l'axe des x est égal a CnCn+1.

Le norbre de tels chemins de lcngueur 2n+l est égal 3 Cn+1Cn+1 .

La preuve donnée ici est purement combinatoire. Elle utilise
la notion classique de chemin minimal ou chemin de Dyck. Ce sont les
chemins précédents qui n'utilisent pas les pas Ouest et Sud. Ainsi,
dans le troisiéme paragraphe on construit une bijecticn entre les
chemins sous-diagonaux et des paires de chemins minimaux sous-diago-
pAaux et des paires de chemins minimaux sous-diagonaux reliant l'or%?tﬂih
L]’ d un méme point et ne se coupant pas.

Le quatriéme paragraphe démontre 1'égalité du nombre de
paires de chemins minimaux sous-diagonaux ne se coupant pas et du
nombre de paires de chemins minimaux sous-diagonaux dont les longueurs
sont les mémes ou différent de 2. Ces deux bijections prouvent le
théoréme 1 car le nombre de chemins minimaux sous~diagonaux reliant

l'origine au point (n,n) est &gal a Cn‘

Un corollaire de ce résultat est la démonstration combinatoire

des deux identités suivantes :

(1) ¢ C = g (2n) ! (2n+2) ! (2k+3) !
n'n+l D) (n-k) ! (n=k+1) ! (2k) ! (n+k+2) ! {(n+k+3) !
n-1
(2) cc_ = = (2n=1) ! (2n+1) ! (2k+4) !
TR x=0  Tn-k-1)!(n-k) ! (2k+1) ! (n+k+2) ! (n+k+3) !

Ces identités sont 3 rapprocher ce celle-ci (cf [5]) bien

n
connue : C_C = I (Zn) C C, . Mais cette derniére peut se démontrer
n n+l k=0 2k n-k "k
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trés facilement par le calcul en utilisant la convolution de .
Vandermonde alors que la démonstration par le calcul des deux premieé-

res n'est pas immédiate.

Un deuxiéme corollaire du théoréme 1 est 1'é&numération des
tableaux de Young standard ayant n cases et au plus k lignes pour
k=4 et k=5. En effet, il existe une bijetion ([ 13] [ 14]) entre les
tableaux de Young standard ayant n cases et au plus 4 lignes et les
chemins sous-diagonaux de longueur n dont l'extrémité terminale est

sur l'axe des x.
II - Définitions

On utilisera des ensembles finis appelés alphabets dont les

€léments seront appelés des lettres. Les principaux alphabets utilisés
— —_ —

seront Z={x,x,y,y} et BA={a,a}. Un mot est une suite finie de lettres
que l’on notera f=ala2...an . Le mot vide (la suite vide) sera notée
€ . L'ensemble X* de tous les mots sur l'alphabet X (monoide libre
engendré par X) est muni classiquement de l'opération binaire de
concaténation qui met bout-&-bout 2 mots.

La longueur d'un mot, notée |f|, est le nombre de lettres
de f. Pour une lettre x, [flx note le nombre de lettres x
contenues dans f. Un mot £' est un facteur gauche d'un mot f si

il existe un mot f£" tel que £=f'f",
On définit les deux morphismes Sx et dy de 2" dans N par:
8 (x)=1, § (x)=-1, 8 _(y)= §.(¥) =0 et
6y(x)= 5y(§)= 0, 6y(Y)= 1, csy(§)= -1,
De méme on définit le morphisme § de A" dans W par
(a)=1, &(a) = -1.
On appelle langage de Dyck (parfois appelé langage restreint de Dyck)
le langage suivant
{f € A*| §(f)=0 et ¥f' facteur gauche de f alors 6(f')20}.

On le note D. Il est bien connu que |D N A2n|= Cn. L'ensemble des
facteurs gauches de D de longueur 1 et d'image p par § est

noté Fl P (1 et p sont de méme parité&). Le nombre
1 ! ~ -
|F |= (p+1) : a souvent été calculé (cf Comtet [ 4]
top 1Ry (3R '
André [1 ], Kreweras [16], Narayana [18],Gouyou-Beauchamps [12] ).
Les mots de Fl p codent les chemins minimaux sous-diagonaux. Il suffit
’

de coder les pas Est par a et les pas Nord par a . Les chemins de
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Dyck, cas particulier des chemins de Motzkin définis par Viennot (cf.

[26] [9] et [10 1), sont des chemins minimaux sous-diagonaux i qui

"b on fait sLSgir une rotation. Les pas Est deviennent alors des pas Nord-
Est joignant un point de coordonnées (i,3j) au point de coordonnées
(i+1, j+1) et les pas Nord des pas Sud-Est joignant (i,j) au point
(i+1, j-1). Le chemin au lieu de devoir rester au-dessous de la
diagonale principale doit ne pas passer au-desous de l'axe des x. La
figure 1 montre le chemin minimal sous~diagonal et le chemin de Dyck
correspondant codés par aaaaaaaaaaaaaaaa.

A N

) 4

- 1

FIGURE 1

III - Chemins de Dyck ne se coupant pas.

Soit V le langage composé des mots f de 2% vérifiant
les deux propriétés suivantes

i) Gx(f) =0
b ii) v£' , facteur gauche de f,dy(f') > ch(f')'zO.

Il est facile de constater que les mots du langage V codent
les chemins sous-diagonaux dont 1'extrémité terminale est sur 1'axe des
X. Les pas Nord, Sud, Est et Ouest sont codés respectivement x,§, y
et §. La contrainte § (f')zdx(f') force le chemin 3 &tre sous-diagonal
la contrainte éx(f')zo empéche le chemin de passer au-dessous de 1'axe
des x, et la contrainte dx(f) = 0 oblige le chemin 3 finir sur 1'axe
des x.

La paire (g,h) de Fl,px Fl,p est formée de mots qui ne se
coupent pas si pour tout g' (resp. h') facteur ga e de g (resp.
h) tel que |g'| =[h'| on a &(h')25(g'). On note vy, 1'ensemble des
paires de mots de Fl,p X Fl,p qui ne se coupent pas. On peut
remarquer que si (g,h) est formée de mots qui ne se coupent pas,

alors | fl=|g| et &(f) = &(g). La figure 2 donne un exemple d'une

paire de mots qui ne se coupent pas et d'une paire de mots qui se

coupent.
.
=k ] - J s L T i Fe o @ SF T B
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X X
Mots qui ne se coupent pas (1=15,p=5) Mots qui se coupent (1=15,pe5)
(g-aa;;aa;;;aaaaaa,h-aaaa;;a;;aaaa;a) (g'aa;aaa;;;aaaaa;.h-aaaaa;;;aa;;aaa)
FIGURE 2

Propriété 2 - L' ensemble des mots de V de longueur 1 est en bijection
avec l'ensemble des paires de mots (g,h) de péo vy p qui ne coupent pas.

Démonstration - oOn dé&finit le morphisme E de 2* dans Zxa" de la fagon

suivante

Ely) = (a,a) ; E(y)=(a,a) ; E(x)=(3,a) ; E(X)=(a,3).

E est clairement une bijection de Zl dans Alx Al.

Soit £ un mot de V de longueur 1. Posons E(f)=(g,h). Par
construction [f|=|g|=|h|. Soient f',g' et h' les facteurs gauches de
f,9 et h de longueur m(0 sm<1). on constate facilement que
6(h')=6x(f')+éy(f') et que G(g')=dy(f')—6x(f'). La propriété ii des
mots de V implique alors que &(h') 26(9') 20 et la propriété i que
§(h)=8(g). Ainsi E(f) est une paire de mots qui ne se coupent pas.

E est donc bien la bijection annoncée.

Remarque -

La paire (g,h) de F F1+2,p+2 est formée de mots qui ne

1,p”
se touchent pas si, pour tout g' (resp. h') facteur gauche de g

(resp. h) tel que |g'|=|h'|-2 on a 6(h') 4&(g'). Notons que 1 et p
doivent &tre de méme parité, que les deux premiéres lettres de h doivent
étre des a et que |h|=|g|+2 et &(n) = S(g) + 2.

La figure 3 donne un exemple d'une paire de mots qui ne se
touchent pas et d'une paire de mots qui se touchent

Y

. X
Mots qui ne se touchent pas (1=13,p=3) Mots qui se touchent (1=13,p=3)
(g'aa;a;;aa;a;aa,h-aaaa;a;;aaa;;aa) (g-aaa;aaa;;;;aa,h-aaaa;a;;uaa;;aa)

FIGURE 3
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Soit T1 p l'ensemble des paires de mots de F
14

qui ne se touchent pas. On remarque que ITl p|= v, p| puisque (g,h)

1,pXFl+2,p+2

i appartient 3 Vl p si et seulement si (g,aah) appartient 3 T1 p*
’ r
Propriété 3 - N1,p| = | Tl,pl = | Fl,plwl+2,p+2 =1 Fl+2,pHFl,p+2l.

Démonstration -

On utilise une technique désormais classique de Gessel et
Viennot [111 (cf. aussi [20],[22], [27] » [7] et [19] qui consiste,
pour évaluer la différence du nombre d'éléments de 2 classes de
n-uplets de chemins, 3 mettre en bijection les n-uplets de chemins qui
Sé coupent de chacune des deux classes et ainsi 3 ne garder que les

n-uplets de chemins qui ne se coupent pas.
Soit (g,h) un &lément de Fl’px F1+2,p+2' Notons

g3,g4,...,gl+2 les lettres de A composant g et hl’hZ""’h1+2 celles

de h. Deux cas peuvent se produire

- Soit (g,h) est une paire de mots ne se touchang pas.
- Soit (g,h) est une paire de mots qui se touchent, c'est-a-dire
qu'il existe un entier i (3<i<1+2) tel que 6(h1h2"'hi)S6(%q4"'gi)
Supposons gque (g,h) soit une paire de mots qui se touchent. Soit j le
plus petit indice (223<1+2) tel que d(hlhz...hj)=6(g3g4...gj). Si j=2
on prend g3g4...gj=e.L'indice J existe car si deux mots se touchent
les chemins de Dyck correspondants passent au moins une fois par le
4 3me point Puisque d'une part ]6(h1h2...hi)—6(93g4...gi)I est
/UJOUTS un nombre pair et d-autre part B(hlhz...hi)—d(hlhz...hi_l)
).

est toujours égal i 1 (ainsi que |6(g3g4...gi)-6(g3g4...gi_1

Construisons les deux mots g"=h1h2...hjgj+lgj+2...gl+2 et

h =g394"'gjhj+lhj+2"'h1+2 - I1 est clair que (g",h") appartient 3§
F1+2,px Fl,p+2'

=

Par le méme procédé, on peut faire correspondre 3 un
A1 A " n = ’
élément (g",h") de Fl+2,px Fl,p+2 un élément (g,h) de l'ensemble des
mots qui se touchent. En effet les chemins de Dyck correspondants 3
g" et h" se croisent et donc se touchent obligatoirement au moins une
fois . Il suffit d'inverser les deux chemins & partir du premier point

ol ils se rencontrent. La correspondance est bijective.

Le nombre d'éléments de T1 p et donc de V1 p est bien égal
’ r
2 JFl,p] Fl+2,P+2‘—1Fl+2,p]1Fl,p+2J .
. —r - Cae bR T P o W T YT rer— 4
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Corollaire
a)  [v?n|. . v ,_? (2n) ! (2n+2) ! (2k+3) ! -
k20!Y2n,2k! k20
(n=k) ! {n-k+1) ! (2k) ! {(n+k+2) ! (n+k+3) !
-1
2n-1 n
by [vnuz |= kEO|V2n—1,2k+lI=

n-1 (2n-1) ! (2n+1) ! (2k+4) !

kzo (n-k-1) ! (n=k) ! (2k+1) ! (n+k+2) ! (n+k+3) !

Preuve : Comme on l'a vu dans l'introduction
_ 1! .
lFl'pl—(p+1) rl; - [l; "y si 1 et p sont de méme parité et
|F1’p|= 0 sinon. ———
1! (142) 1 (p+3)! .
Done| |V, _|= et ainsi, en
t 1,p [_R_”" 1 [—El- +1 !p! [—E+2 1! I——E-i-l+ 311

reportant les valeurs de |V | pour 1=2n et 2n-1 on démontre le

corollaire. La figure 4 donne le tableau des premidres valeurs debl p(
’

1 p|l o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 =

=

0 1 [

| oo | l

2 1 0 1 il

N 3 0 1 l+

4 3 0 6 0 1 [O

5 0 14 0 10 0 1 )

6 14 0 40 0 15 0 1 0

7 0 84 0 90 0 21 0 1

8 | 84 0o | 300 0o | 175 0 28 0 1

9 0 | 594 0 | 825 0 | 308 0 36 0 1

10 1594 0 |2475 0 |25 0 | 504 0 45 0 1

| .Y

; | rCURE 4 g \\ ‘/
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¢ IV- Le nombre de chemins sous-diaggnaux se terminant sur 1'axe des x.

On appelle le l'ensemble des mots f=flf2...f21 de F21,0

t tels que f1_1=fl=a. De méme on appelle Dy l'ensemble des mots

f= flf2" le de F2l o tels que fl = fl=a

On note f 1'image de f € A" par le morphisme qui change les

a en a et les a en a.

f est l'image miroir du mot F, c'est-i-dire que si

f=f1f2...fn alors fzfn...fzfl
Propriété - Le nombre de mots de V de longueur 1 est égal 3

IMy14411P3144,

Démonstration : Soit (g,h) un é&lément de F Le mot

1,p 142, pt2-

gaah appartient a F21+4 ,0 et donc a M21+4. Inversement, pour tout

mot f= f1f2" 21+4 de M21+4, il existe un entier p tel que f f f1
appartienne a Fl,p et f21+4f21+3...fl+3 a F1+2,p+2 . Donc
l
M
21+4| = Tp= Lo |Fl,pl|Fl+2,p+2' )

De mé&me si (g,h) est un é&lément de F le mot

1,p+2x Fl+2,p
gaah appartient a F21+4’0 et donc & D21+4. Inversement pour tout mot

£ de Dyy44 11 existe un entier p tel que fle"'fl appartienne 3

y

Comme M D ¢, on a bien 1'&galité, d'aprés la

2144 “21+47

propriété 3

1
1 = -
lv.nzt= L P ol P g o =IFy p 1T Ly D =IMy =10, |

p
Propriété 5 : a) JM4n+4I D 4n+4| n n+1
b) |M4n+2|-|D4n+2|= Cncn
Démonstration
a) 1=2n
Soit £ un élément de F21+4. Le mot f peut s'écrire
£=f,£,£5 avec |f ]|= |£51=1 et [f,]|=4. Soit 2p 1'image de £, par §

Si de plus f appartient & My.44r 1l est dans l'une des quatre classes

- - 1
kj,pq.z et ma f2143---f1,5 2 Fle2,p- Alnsi 1Dy1441= £0|Fl'p+2| |F1+2,pl'

——— -- o o ——————
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