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STRUKTUR— UND ANZAHLFORI"[EIN FUR TOPOLOGIEN _—
= AUF ENDLICHEN I"LENGEN v , };0 — ( /
— (Ve

Marcel Erné
= =

Every topology <t on the finite set X = lxq, ..,xN}
has a minimal base (T) separation axioms and
connectivity are simply characterlzed, further we obtain
a recursive construction of finite topologies. / \
; ‘ .

In the second section we give some formulae connecting
A(N) (the number of topologies on X), Z(N) (the number of

connected topologies on X) and associated numbers. The
theory of representation matrices discussed in the third Slz@?ﬂt@ﬂtc]%z,
section leads to an easy description of many topological

notions as closure operator, induced topology, connectivity;

it also yields some more combinatorial formulae. "
In the last part we 1mg ove the remainder term éV\cJL£'424{2§;{
R(N) = 1d A(N) - %432 = O(N*?1d N) given by Kleitman and

Rothschild to O(N:1d®N). Then, among many other asymptotical
results, we show that A(N) and Z(N) are asymptotically equal.

1. Minimalbasis, Trennungsaxiome und Zusammenhang

Es sei im folgenden X eine endliche Menge und A(X) die
Menge der Topologien auf X . Jede Topologie v € A(X) ist
eine Teilmenge der Potenzmenge J2(X) . Flir t € A(X) ist die

Menge der bezuglich T abgeschlossenen Teilmengen von X
{X\T : T g 1}

wegen der Endlichkeit von X wieder eine Topologie auf X .
Gilt v = v , SO nennen wir T symmetrisch. Mit CT(A) be-
zeichnen wir den Abschluf einer Menge A c X in 7t

CT(A) =N I{B: AcBe 1}
Ein zentraler Begriff bei der Untersuchung endlicher To-
pologien T ist die Minimalbasis

M(T) := le(T) : x € X}
wobei Bx(T) = CT*(ix}) =N {T: xe Te r}] die kleinste
offene Menge ist, die x enthalt (x € X) . (vgl. [81,[91).
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M(T)

ist also in allen anderen Basen enthalten und besteht aus

Die Minimalbasis ist die kleinste Basis von 7:

zusammenhangenden Mengen. Insbesondere ist jeder topo-
logische Raum lokal zusammenhéngend.‘

Nach H. SHARP ([8]) gilt

SATZ 1.1. Fir eine Topologie T € A (X)
aquivalent :
a) x € By(r)
b) BX(T) c By(r)
c) y e Bx(t*)
Q) B(t%) « B (7F) .

und x,y € X sind

Fur alle x € X ist BX(T*) = CT({X}) .

KOROLLAR:

b b
B X

(t) ist maximal (bezuglich der Inklusion <)
M(t) genau dsnn, wenn Bx(r*) minimal in
) is

(r* i

=
t

Eine Charsaskterisierung der Minimalbasen gibt

SATZ 1.2. Ein Mengensystem M = [Vx : x e X} ¢ P(X) ist
genau dann Minimalbasis einer Topologie T auf

X mit BX(T) = Vx fur x € X, wenn

(%) xeV,_ < vxcvy

J
fur alle x,y € X erfullt ist.

Beweis: Gilt (%), so ist M Basis einer Topologie <t

wegen
X € Vy N Vz ===> X E Vx c Vy N Vz .

Fur x € X hat man x € Vx € T . Nach Definition der Mi-

nimalbasis M(t) gibt es Y c X mit

= U .
v {By(r) ye Y} cU iVy :

< ye Y} .

—
Wir fordern nicht, daP eine Basis die leere Menge @
enthalt.

/ »
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Also gilt x € Bx(r) cV_ eV, fir ein y € Y , und (%)

impliziert Vx = BX(T) = Vy .

Die Umkehrung folgt aus Satz 1.1.

Wir wollen nun zunachst die folgenden Trennungsaxiome

flir eine Topologie T € A(X) untersuchen :

T ) Zux % y gibt es Ueg v mit x € U, y ¢ U, oder x ¢ U,

yeU.
Tq) Zu x 4 y gibt es U,V e T mit xe U, y¢ U, x ¢ V,
ye V.
T2) Zux+4 ygibt esU,Ve tmit xe U, eV, UNV =g .
TB) Zuxe X, Ac X nit x § A e1¥ gibt es U,V € T mit
xeU AcV,UNV=9g.
Tq) Zu A,B er*mit AN B = @ gibt es U,V € T mit A c U,

BcV,UNV=g0.

Eine Topologie, fur die das T, -Axiom erfullt ist
(i = 0,¢..,4), heiPe T,-Topologie.. Das T ~Axiom wird hier

fur T5— und T4

Fur 1,7’ € A(X) sei 1 Vv 1’ die von T und 1’ erzeugte

~Topologien nicht gefordert.

Topologie auf X :

Tv i =N{we AX)
Speziell sei B(1) := 1 ¥ * =3 B(T*) die von T erzeugte
B(t) ist die kleinste T umfassende

Tcw, ' cw }.
Mengenalgebra auf X .

symmetrische Topologie.

SATZ 41.3. Fur zwei Topologien 1,71’ € A(X) hat m
BX(T v 1Y) = Bx(T) n Bx(r’) (x € X), also

Mrx v 17) = le(T) N Bx(r’) xe X} . °
Insbesondere

A (1) := B (B(x)) = B.(x) N B (v™) = a (x5
(xe X) .

M(B(T)) = {Ax(r) : x € X} ist eine Partition
von X .
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Beweis: x € B.(t) N BX(T’) € T Vv 1’ impliziert
Bx(r v 1) c Bx(r) N BX(T’) .SeixeTenrv1 .

Da {UNU® : Ue 1, U” € T°} eine Basis von 7 v 1’ ist,

gibt es Ue T und U’ € 1’ mit x e UN U < T, folglich

X E Bx(T) N BX(T’) c T : BX(T) N Bx(r’) cM{T:xeTeTVv}
= Bx(r v oT') .

Sei nun T € A(X), und fur zwei Elemente x,y € X gelte

x € A_(t) . Dann folgt wegen Ax(t) = Ax(r*), A (1) = Ay(r*)

und Satz 1.1.: Ax(T) = A_(t) . Die verschiedenen Ax(r)

sind also disjunkt und bilden wegen X = U B(1) = UM(s(T))

eine Partition von X .

Aufgrund der Endlichkeit von X lassen sich nun alle
Trennungsaxiome sehr einfach charakterisieren: Die nach-
folgenden Aquivalenzen verifiziert man leicht mit Hilfe
von Satz 1.1. und 1.3. Teilaussagen findet man in [6],

(8] und [9].

SATZ 1.4. Fur v € A(X) gilt
a) T, & W()| = |X| = (1) = P(X) .

b) T’l e==> ‘1‘2 pra— To und T5 e 1= ).

c) 'J.‘5 &=> 1 ist symmetrisch : 1 = ¥
& 1 ist pseudometrisierbar
&==> 71 ist uniformisierbar
&==> T ist Mengenalgebra : T = B(71)

&> M(t) ist Partition wvon X .

KOROLLAR: Die einzige zussmmenhangende T5-Topologie'r auf
X ist die indiskrete: T = {8,X} .

- o .

SATZ 1.5. Fur v € A(X) sind aquivalent:

a) T, , und 7 ist zusammenh&ngend

b) X e u(t)

¢) 1~\{X} ist Topologie auf geeignetem Y c X
d) Der Durchschnitt aller nichtleeren T-gbge-

gchlossenen Mengen ist .nicht leer.

Beweis: 8) ==> b) : Sind Bx(r) und By(r) zweli verschie-—
dene maximale Elemente von M(t), so sind wegen Satz 1.1.
cT({x}) und CT([y}) disjunkt. Aufgrund des T,-Axioms gibt
es denn U,V e v mit x e C_ ({x}) < U, ye CT([y}) cVv,
UNV=0».Es folgt B .(7) <« U, B (1) «V,

X J
B (x) N By(r) =0 .
Da jedes BZ(T) in einem maximalen Bx(r) enthalten ist, er-
hdalt man X als disjunkte Vereinigung der maximalen Bx(t) .
Da X als zusammenhsngend vorausgesetzt war, folgt
X = BX(T> e M(t) fUr ein geeignetes x € X .

D) => c¢) : Wegen X € | (1) ist X nicht Vereinigung echter
Teilmengen aus T . Damit liegen Vereinigung und Durchscnitt
solcher Teilmengen wieder in T~\{X} .

c) => d) :NiA: P+ Ace ™} = ¢ ist mit

UIT : X4 Ter ] =X gleichwertig.
Dann ist 1~\|{X] aber nicht gegen beliebige Vereinigungen
abgeschlossen.

d) => a) : Trivial.
Uber die Zussmmenhangskomponenten einer endlichen To-

pologie gibt der nachste, einfach nachzuprifende Satz
Auskunft.
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SATZ 1.6. a) Die Zusammenhangskomponenten 01""’Cr einer
Topologie v auf X sind offen und abgeschlossen.

T ist also Summentopologie der suf den C;j in-~
duzierten Topologien Tg, © T .

J .
{Cq,...,Cr] ist Minimalbasis der groBten in =
enthaltenen Mengenalgebra auf X .

b) M(t) = U iM(TC ) : 1< 3 <l . Ist umge-

kehrt {CJ : 1< < r} eine Partition von X und
M Minimalbasis einer zusammenhangenden Topolo-

g' TS auf C (1< 3 <r), so ist U{M : 1< 3§ < i

Minimalbasis einer Topologie 1 auf

= U {Cj : 1< J <r} nit den Zusammenhangs-

komponenten C,,...,C, und T5 = Tg fuir 1< j<r.

J
c) T erfullt das Tl-Ax1om (0 £1i<4) genau dsnn,
wenn alle Ta da Tl—Ax1om erfullen.

J
d) Jeder endliche topologische Raum ist lokal

wegzusammenhangend; die Wegkomponenten stimmen

dsher mit den Zusammenhangskomponenten iUberein.

Mit Satz 1.5. und 1.6.c) ist insbesondere auch eine Charak-
terisierung der Tq-Topologien auf X gegeben. Zum Beweis von
1.6.d) siehe [9]. Tir T ¢ A(X) und Y ¢ X ist die Minimal-
basis der induzierten Topologie Ty offenbar gegeben durch

(%) BX(TY) = BX(T) NY (xeY).
Die Minimalbasen aller Topologien auf endlichen Mengen las-

sen sich nun sehr einfach rekursiv bestimmen :

SATZ 1.7. {M(1) : 1€ A}
M) UfTU XY} : Terre AN, X < X}

P 7

’
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Beweis: Fur T e ' ¢ A(Y), Y < X setzt man

(B (') , falls x e ¥
V
l T U (X\Y) , falls x € XY
und prift sofort die Bedingung

xeV, <& V cV (x,5 € X)
aus Satz 1.2. nach: M(t?) U {T U (X\Y)} ist Minimalbasis
einer Topologie auf X .
Umgekehrt sei 1 € A (X) und Bx(r) ein maximales Element
in M(z) . Wiederum ergibt 1.2., daB M(T)\{Bx(t)] Mini-
malbasis einer Topologie T’ auf geeignetem Y S X ist.

Mit (%) folgt 1’ = 1ty , &lso T = Bx(T) NYe 1,
Bx(r) =T U (X\Y) .

2. Anzahlformeln
Es bezeichne [A(N) die Anzahl aller, Z(N) die der zusammen-
hangenden TopSIogien auf der N-elementigen Menge X . Ent-
sprechend sei A; (M) (Z (N)) die Anzahl der (zusammen-
hangenden) Topologlen auf X, welche das T. —Axlom erful-
len (i = Oyeaeyd ).
Damit ergibt sich fir jedes N aus der Menge N der naturli-
chen Zahlen die folgende Tabelle:

A(N) A (W) A (M A () AB(N) A (N)

Z(N) Z (N) Z (N) 2 (N) Z (N) Zq(N)
Einige dieser Grofen lassen 51ch aufgrund der bisherigen
Ergebnisse sofort angeben:

SATZ 2.1. Fir N = O und N = 1 sind alle zwolf Grogen
gleich 1 .
Fur N > 1 gilt:

a) Aq(N) = A, (W) = Za(N) =
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b) Z,(N) = Z,(N) = O

c) AB(N) ist die Anzahl S(N) der Partitionen
von X .

Die Tabelle reduziert sich damit fur N > 41 folgendermaBen:
AN A (M) 1 1 s(N) A, (W)
Z(N) ZO(N) 0 O 1 ZQ(N)
S(n,N) sei definiert durch die Polynomidentitat
Ta-n-y g
(x - 1) = S(n,N)x" .
P(n,N) sei die Anzahl der Partitionen einer N-elementigen
Menge in n nichtleere Teilmengen. Die Zahlen S(n,N) bzw.

P(n,N) sind bekannt als Stirlingsche Zahlen erster bzw.
zweiter Art (vgl. [1]) . Es gelten die Rekursionsformeln

s(1,N) = (=¥ Tw-n1 , s,N) =1,

S(n+1,N+1) = S(n,N) - N-S(n+1,N) ;

P(1,N) = P(N,N) = 1,

P(n+1,N+1) = P(n,N) + (n+1)P(n+1,N) ;
weiter hat man die explizite Formel

P(n,N) = 27 i 02 ()
k=7

N N
SATZ 2.2. A(N) = Z P(n, M)A (n) , A (1) = Z S(n,N)A(n),
n="1 n="1
N N ‘
z(m) = 5 " P(0,MZ(n) , 2,0 =5 " 8(x,M(a),
n="1 n=1
N N N N-k
S(N) = Z P(n,N) = Z ko S;—’,‘)—n
§=1 k=1 n=0
-1
DI GO ECE
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Die erste Formel findet man bereits in [3] und [4]. Die
Tdentitaten fiir Z(N) und S(N) ergeben sich vollig analog.
Zum Beweis der Umkehrformeln siehe [1] .

Aus Satz 1.5. folgt unmittelbar

SATZ 2.3, Sei Zoq(N) die Anzahl der zusammenhangenden
TO—T4—Topologien auf einer N-elementigen Menge

(N e ) . Dann gilt

Zy,(F) = N - A (N-1),
N-1

z,(N) = Z (§>-A(n).

n=o
Zwigchen den formalen Potenzreihen

2 co
zq(x) = i ﬁfn)-x’n und a(x) = Z %(l%l-xn
n=o0 n=o0

besteht also die Funktionalgl ichun

24(x) = a(x) - (¥ -1+ 1.

N Iy
- A (2(k)
SATZ 2.4. A(N) = N! - 5 T 5 C R
k=1
wobei die Summation uber alle N-Tupel
(j,l,...,jN) e N mit
N
E k-jk = N zu erstrecken ist. Zwischen den
k=1
formalen Potenzreihen

(e o]

a(x) und z(x) = z:: Zﬁ%l-xn besteht der Zusamme:
n=0

bang a(x) = ez(x)-ﬂ , 2(x) = 1n a(x) +1 .
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ie zweite Beziehung liefert

r A(k.)

T =

=N i= i
k1+...kr-N 1=1

N -1
7Z(N) = N! 2:: 3:1%;;—
r=1

In analoger Weise gehen AO(N) und ZO(N) bzw.

A4(N) und Zq(N) auseinander hervor.

Beweis: Die Zusammenhangskomponenten einer Topologie auf
X bilden eine Partition von X . Nach Satz 41.6. erhalt man
genau alle Minimalbasen von Topologien auf X , welche die
Zusammenhangskomponenten Cq""’Cr besitzen, indem man die
Minimalbasen aller zusammenhangenden Topologien auf den
einzelnen C. beliebig kombiniert und dann deren Vereini-
gung bildet. Hat man dabei jk Zusammenhangskomponenten
mit k¥ Elementen, so ergeben sich Z(ﬂ)Jq-...~Z(N)JN Mog-
lichkeiten. Weiter gibt es
j -1

D(Jqreeerdy) = N - Q:IE e’ . 51)
Partitionen von X mit jk Teilmengen zu k Elementen. Sum-
mation Uber alle Partitionen liefert die behauptete
Gleichung. Die Aussagen Uber die Potenzreihen erhalt man
in Ublicher Weise durch Koeffizientenvergleich. Beim
Nachweis der analogen Beziehungen fur AO(N) und ZO(N)
bzw. Au(N) und Z4(N) beachte man lediglich Satz 41.6.c) .

Hat man also eine der vier GroBen A(n), Ao(n), Z(n), Zo(n)
fur n < N berechnet, so lassen sich die uUbrigen drei flur
n < N daraus herleiten, Zu(n) und A4(n) sogar fur n £ N+1.

S.2.2.
AO(N) «—> A(N) Aq(N)
I I S.2.3. I
S.2.4. S.2.4. S.2.4.
5.2.2.

2,(N) «—> z(N) 2, (N)

) D
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Jedoch ist anscheinend keine fur beliebige N leicht aus-
wertbare Formel (eventuell rekursiv) fur AO(N) oder eine
der anderen funf hier zur Diskussion stehenden GroBen
bekannt. Eine explizite, aber zur numerischen Auswertung
ungeeignete Formel fir A(N) wird im nachsten Abschnitt
angegeben.

3. Darstellungsmatrizen endlicher Topologien

Es sei Z der Ring der ganzen Zahlen, z™T ger Ring der

n x m - Matrizen uber Z. M sei die Teilmenge der Matrizen
aus Zn,m’ deren Koeffizienten nur die Werte O und 1 an-
nehmen. I = I__ sei die Matrix aus M, deren samtliche
Koeffizienten gleich 1 sind, E = En die n-reihige Einheits-
matrix aus Mnn : B = (6ij) . Dabei ist

1 fiur i = J
6., = . das Kroneckersymbol.
1d O fir i $ J

g : Z—> (0,1} sei definiert durch s(a) = 0 <= a =0 .
" n,m __.
FUur A = (aij) e Z " sei S(A) := (s(aij)) € Mnm ,

|A| := z:js(aij)e Z .
i,J

Auf M~ definieren wir zwei Verknipfungen m, U :
Fur A = (aij)’ B = (bij) e M sei

AN 3 = <aij . bij) € Mnm R

AuB:=A+B-AnNnB=5S(A+B)e Mnm .

A B: <« ANB=A

definiert eine Halbordnung (d.h. eine reflexive, transitive
und antisymmetrische Relation) c auf M . M, wi?d durch
C zu einem Booleschen Verband: A n B ist das Infimum,
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A U B das Supremum von A und B;

A := I, - A ist das Komplement von A (A,BeM ) .

C 1Bt sich zu einer Quasiordnung auf ganz Z™'™ fort-

setzen vermoge
AC B : <« S(A)c S(B) . Wir setzen fir A,B ¢ ZMD

An B : S(A) mS(B) , A uB: =8(4a) U S(B). Durch

A~B: «== AC Bund BT A «— 5(A) = S(B)

wird eine Aquivalenzrelation auf ZM® gefiniert. Fir
n,m LT _ . t _

A e Z°" setzen wir A := Iom S(A) € Moo - Mit A be

zeichnen wir die Transponierte von A . Dann gilt

0 &« Spur ﬁAt =0

AC B & ANMB=0 SpurAt§
Spur AB* = 0 «=> BC XA .

Folgende Teilmengen von MNN sind fur die Untersuchung end-
licher Topologien von besonderem Interesse:

Q(N) := {D e My : Ec D, D°C DI;

0 (N) := {D e (N): D n 0% - EJ,

B(N) := {D e d(N): D = (diJ.) , diJ. = 0 fur i > ji;

Llkyyeeesky) = {De HW) : D= (DjJ.) , DiJ. € Mkik,j ,
Di,j = 0 fur i > j, Dii=Eki' alle

Spalten von D sind fir 1 < i < r

y1+1
vom Nullvektor verschieden] (ki e M)

D(N) = U {i(kq,...,kr) P kte.atk = N} .

Man hat also nach Definition

D(N) ¢ LH(N) ¢ O (N) € OUN) c Myy -
UL(N) ist bezuglich = ebenfalls ein Verband, jedoch ist
das Supremum in OL(N) gegeben durch

AvB:=s((a+ BN (4,Be OUN)) ,
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wie eine leichte Rechnung zeigt.

Mit SN bezeichnen wir die Menge der Permutationsmatrizen
aus My und nennen zwei Matrizen A,B & My, ahnlich, wenn
es ein P € Sy gibt mit

PaP - B .

Gibt man eine bestimmte Reihenfolge Xq9+-eyXy der Elemente
von X vor (d.h. eine Abbildung : ¥ : {1,...,N} — X,

¥(i) = x;,181% N) , so laBt sich fur jede Topologie

T € "A(X) eine Darstellungsmatrix D, = (dij) € My

vermoge

le =1 &= Xi € Bx'j(‘l.'>
definieren. Bei verschiedener Wahl der Reihenfolge erhalt
man ahnliche Darstellungsmatrizen.

Nach H. SHARP ([8]) gilt der

SATZ 3.1. Die Abbildung fY T - DT ist eine Bijektion

zwischen A (X) und U(N) . Den To—Topologien

entsprechen unter der Abbildung f, die !Matrizen
aus Ul (N), den symmetrischen Topologien die

symmetrischen Matrizen aus (OL(N) . Genauer gilt
DT* = (DT)t. Zwei Topologien T und 1’ aus A (X)

sind genau dann homoomorph, wenn die Darstellungs-
matrizen D und D_, ahnlich gind. T € A(X) ist

genau dann unzusammenhsngend, wenn DT einer

) D, O
Kastchenmatrix der Form < > » Dy € k),
0O D
2

D, € ((N-k) , 1< k<N, ghnlich ist.

Daruberhinaus hat man

SATZ 3,2, fY ist ein Verbands-Anti-Isomorphismus:
Fur 1,7’ € A(X) gilt
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TC T = DT,IZ DT ,

DTﬁT’ = DT v DT, Py DTVT, = D’]‘: ml DT’
. . _ t
insbesondere ist DB(T) = DT n DT .

Beweis: Nach Satz 1.2. und Definition von DT gilt

D_ges = Dy M1 D,y fur 1,7’ € A(X), also

TCT! &= 171 =1 & DT;j DT, = DT’

> DT’E DT'

SATZ 3.3, Definiert man ein Polynom fN in N2-N Unbestimm-

ten ty; , i+ J, i, <N, (N>1), durch

Nt
s = (1=t 585, (1=2510),

isjekei 1d
i,3,ksN

Iy (Eag0 - ooty Non)

ig g;lt fur eine Matrix D = (dij) £ MNN it
= :

D e OIN) fN(did) =

I
2
-

|
O

D ¢ UUN) <= fN(dij) =
Folglich
A(N) = JOKN)| = Z::

dije{o,ﬂl
i#j5i,jsN

D

/
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fN(dij) = 1 &= fur alle i,j,kmit i % J % k 4+ i gilt
dij = O oder djk = 0 oder dik = 1

<=3 fur alle i % k-gilt z :dijdjk =0
J*k,i

oder dik = 1

&= fir alle i,k gilt z dj5dyc = O
J
oder d;, = 1

«> D°c D .

Wegen Bild fy c {0,1} folgt f3(d;,) = 0 <=> 2D .

: {1,...,8} —>X induziert
: My — 2x)
Y((3gpeeesmyp)) 1= {¥Y@) ¢ 33 =1, 11 SN
Of fenbar ist fur D, = (dq""’dN) = fY(T) ( d; € MN1)
M(o) = 1¥(a;® (e A ).

Der AbschluBoperator'CT (siehe Satz 1.1.) lapt sich mit
Hilfe der Abbildung

hy @ Mg — Moy, hD(d) = S(d-D) (a € My D& MNN)

und der Darstellungsmatrizen folgendermaBen beschreiben:

Eine Bijektion

¥
eine Bijektion ¥

vermoge

1< 1i < N}

SATZ 3.4, Fiir t € A(X) sei D = (dij) = f,(v) eine Dar-
stellungsmatrix aus O(N) . Dann gilt

di5 = 1 e=> ¥(J) e C (DD .

Das folgende Diagramm ist kommutativ :
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My > Moy
¥ ¥
C
T

BEX) —> (D)

Insbesondere ist hD wie C_ eine Projektion:

by « By = by,
und es gilt fiir d € My , A = ¥(d) ¢ X :

T

Aet «=> dD'cad.

Auf den einfachen Beweis soll hier verzichtet werden.

Die Topologie T erhalt man also aus der Darstellungs-
matrix D_ in folgender Weise zurick:

{¥(a) : a ¢ th (M)}

Die Darstellungsmatrix einer induzierten Topologie
gewinnt man durch die folgende Konstruktion:
Fur 4 = (d1'°°"dN) € MﬂN , 4340, sei

K i <N:a; =1} = {iq,...,ik}, ig<eeeciy .

a ‘"
Zu D = (dij) € Myy definiere man

D, := (di

a 15)15r,85k € Mpy -

Dd entsteht also aus D durch Streichen derjenigen Zeilen
und Spalten, fur welche die entsprechende Komponente von

d gleich O ist.

SATZ 3.5. Sei 1€ A(X) , 84 YcX-= {xq,...,le

{x yecesXs } ’Y(i)=xi M£ig N
14 Tk

o(r) = x; (1M<r<k) .

I‘
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EFine Darstellungsmatrix von Ty erhalt man durch

£,(ty) = (£4(1))y , wobei d = vy .

Insbegondere liegt fiir D e OU(N) ( (X (N))

und d € My » ld| = k , die Matrix D, in Ci(k)

( 0ty ()

d

Beweis: Sei fy(1) = (dij) , (fY(T))d = (di i ),
rs

£,07y) = (a.2)

1
r 8

<> o¢o(r) € B¢(s)(T) NY = Bw(s) (Tyj = dr; =1,

d; ; =1 & ¥ e By(is)(r) «=> ¢(r) ¢ B¢(s)(1)

(¢(r) € Y gilt nach Definition).

Die von einer Teilmenge (] der Potenzmenge P (X) er-
zeugte Topologie (()) 1laBt sich mit Hilfe der Darstel-
lungsmatrizen ebenfalls leicht bestimmen:

Sei (f = qu,...,Qr§ c P(X) , und

8(g):= EA® & Mg, wobei A = (¥71(Q)%,...,¥7(q ) )e My,

Diese Abbildung hangt nicht von der gewahlten Reihenfolge
der Elemente von (J ab (und die Q; sind nicht notwendig
verschieden) »

Ist n eine Permutation der Zahlen 1yceey,T , 80 gibt es

zu B = (W_q(Qn(q))t,...,W—q(qn(r))t) eine Permutations-
matrix P € Sr mit B = AP , also ist

t t

et - aB(ap)’ - ZEPptAl - Zat .

BATZ 3.6. a) Fir O] ¢ R(X) ist die Matrix #(0]) €
Darstgllgggsmatrlx der von erzeugten Topologie:

£,40) = 4O
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Das folgende Diagramm ist also kommutativ:

(2
1 (RE) —RE)

$ f?

Myn

Insbesondere gilt HA(X) = fy .

b) Fir jedes r € N hat man eine Abbildung
T, MNr——) OL(N)

Av+— I_\At.

c) Ty ist eine Projektion von Mgy auf L)
) 1N01N=TN,TN(A)=A@ A e ON) .
Fur Ey © A gilt 'rN(A) C A .

Beweig: a) Sei ( = 1Q1,...,er c PX), te A(X) .

Nach Satz 3.4. gilt fir d; = v (1gigr)
Q4 t , also fiir A=(d,%,...,d
et & fy(r)-ac A =

Sp'ur(At . fY(T)t . R) = Spur(f‘y('t:)t - A . At) =0

= f,(1) C b - e .

Weiter gilt £,({Op) = fy(Nfr e A(X) + (] < t})

= ﬂlf.f('r) 1t e AX) , f\f('r) (o @(q)}

=M{pe OLN) : D = &P} .

Zum Nachweis von i‘Y((O])) = Q(Cy) bleibt also nur noch

t
e v &> fy(r) - 4; & 4 r

ﬁ e OL(N) zu zeigen. _
-t
b) Bei A = (a;;) € My, , D= (434 = tp(A) = Ta% & Myy .

t):
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ajk=0 oder ajy = 1 fuir 1<k <r.

Algo d;; = 1, und (434 = 4y = 1 = djg; = 1)

ij J1 1
EcDundD? D, d.h. D e OUN) .

- t T o Tab
c)SelENEAeMNN=> EN':A=>ACAA
— 'rN(A) CA. Ae ON) => Spur AZIt =0
> AP aEt -0 — M c ' — Iatc I

=> A C TN(A) . Wegen EgC A ist dann bereits A = TN(A)

Ohne Beweis sei erwahnt, dapB T4 eine Bijektion zwischen
MqN\{O} und {D € CL(N) : B2 - 0} induziert.

Wie man sofort nachrechnet, sind die folgenden Bedingungen
fir D e OUN) , d € My, samtlich aquivalent:

a) D-dcCd £) p¥dc a
b) D-d ~d g) p¥d ~4d
c) ama = o n) 3’ & h.(M.)
p{May

a) Spur(D-ad®) = 0 i) a®en ()

_ D
e) D cda’ = () ) (2‘,1' e OL(N+1)

~t
K) (3 % ) e CL(N+1) -

Insbesondere erhalt man hieraus die Formeln

amen) = {(3 59 e My, Neq P D€ QM) , doe My} s
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B(N+1) := |HB(N+1)| = ; [ (M0 |
eS(N)

=Z [{D € & (W)

dEMNﬂ

DC T,(a)}]

Sie entsprechen im Wesentlichen der Rekursion aus Satz 1.8.

Nach einem Theorem von H. Sharp ([8]) liegt die Dar-
stellungsmatrix D, einer To—Topologie 1 £ A(X) beli geeigne-
ter Reihenfolge der Elemente von X in (U (N) . DaB man so-
gar D_ € D(N) erreichen kann, zeigt die folgende Konstruk-
tion: Sei AO(X) die Menge der T -Topologien auf X.

{x} e 7}
und eine geordnete Partition 7°(x) = (Xq,...,Xr) von X

FUir T € AO(X) definiere man m(t) := {x € X :

durch die induktive Festlegung

Y1=X\{XJ. J < i}l .

X: = m(1y )
i Yi

Das Verfahren bricht ab, sobald Y, = @ . Es ist dann
r=i-1,xjnxk=¢fﬁrjJfk,und}(=ulxi:1gigr]

Wahlt men nun eine Reihenfolge  x,=¥(1),...., X=¥(N)
und eine geordnete Partition 7T = (Xq,...,Xr) der Elemente
von X derart, da8

(%) Xy = fx;  qeeeesyx) |, wobei 1; = E :kj , kj=lxj|’
i-1 i —
J<Li
1<i,J £,
so verifiziert man ohne Schwierigkeiten (z.B. durch In-
duktion nach r unter Verwendung von Satz 3.5), daB die
Darstellungsmatrix fY(T) = DT genau dann in
L(kqyeeerk,) ©D(N) liegt, wenn U(7) = ¥ gilt.

SATZ 3.7. a) Fur eine geordnete Partition T o= (BqgeeeyX)
1 T
von X mit |Xj] = kj (1< J<£r) gei

gx,t) fv e A,(X) + ¥(v) =7}
Dann gilt |O)(X,¥)| = c(k,l,..'.,kr) = | &Ckyyeensk )|
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b) AO(X) ist disjunkte Vereinigung der lMengen
J(x,¥) , wobei ¥ alle geordneten Partitionen
von X durchlguft. Folglich

c(k yeeos K, )

A, () = NI 5 E ...kl

Summation uber alle ki e N mit 5
- i=1

T

Die Berechnung von AO(N) ist nunmehr auf die der Zahlen
C(kq,...,kr) zurickgefuhrt. In einigen Spezialfallen las-
sen sich fliir diese Zahlen geschlossene Formeln angeben.
Jedoch ist zum Beispiel die Formel fir C(kq, 2,k ) bereits
so kompliziert, deBf die Suche nach einer allgemelngultlgen,
leicht auswertbaren Gleichung fir C(kq,...,kr) ziemlich
aussichtslos erscheint.

Im folgenden sind einige der einfacheren Formeln ohne
Beweis zusasmmengstellt:

ky Xk,
C(k)=1, Clkyky) = (2 =)

K

1 [k K K K+

1. 1 n 2 2
i = T () (e w2 - 2) 2 - (27 - )
n=1
k K K K
ClkyyTyeearhE) = (224 3) 1o @24+ 3-17,
_V_’ )

J

C(My ey Tk peensk ) = C(kyyeneyk)
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A. Shafaat ([7]) erhalt die Zerlegungsformel fur AO(N)
mit Hilfe der Zahlen C(kq,....kr) auf etwas andere Weise
ohne Verwendung von Matrizen. Zwei der Formeln in [7]
sind jedoch fehlerhaft. Folglich stimmen auch die von
Shafaat berechneten Werte A(5) = 7181 und A(6) = 145807
nicht.

Tabelle der Koeffizienten C(k1,...,kr) fur N < 7 ¢

N=3%:

C(2,1) =3 ;

N =4 :

C(3,1) =7 ;
N=5:

C(4,1) = 15 ;
0(3’111) = 19 M
C(2,1,1,1) =7 3
N =6:

C(5,1) = 31 ; c(4,2) = 225 ;
c(2,4) = 81 3 c(4,1,1) = 65 ;
€(2,3,1) = 263 ; c(3,1,2) = 61 ; c(2,2,2) = 195 ;
€(2,1,3) = 17 ; ¢c(3,1,1,1) = 37 ; €(2,2,1,1) = 89 ;
C(2,4,2,ﬂ) = 37 ; €(2,1,1,2) = 11 3 C(2,1,1,1,1) = 9
N=17:

c(2,2) = 9 ; C(2,1,1) = 5

0(3;2) = 49 H
€(2,2,1) = 41 ;

c(2,3) = 27
C(2,1,2) = 9 ;

C(3,3) = 343 ;
€(3,2,1) = 345 ;

C(?,ﬂ) = 63 €(5,2) = 961 ; C(4,3) = 3375 ;
C(3,4) = 2401 C(2,5) = 243 ; C(5,1,1) = 211 ;
C(4,2,1) = 2429 ; C(3,3,1) = 4879 ; C(2,4,1) = 1565 ;
0(4)412) = 369 3 0(31212) = 2673 H 0(293’2) = 2637 H
C(3,1,3) = 217 ; €(2,2,3) = 965 ; C(2,1,4) = 33 ;

C(4,1,1,1) = 175 ; C(3,2,1,1) = 995 ; ¢€(2,3,1,1) = 889 ;
©(3,1,2,1) = 345 ; C(2,2,2,1) = 1145 ; C(2,1,3,1) = 157 ;
c(3,1,1,2) = 91 ; c¢(2,2,1,2) = 225 ; C(2,1,2,2) = 163 ;
€(2,1,2,1,1) = 77 ; €(2,1,1,2,1) = 43 ; C€(2,1,1,1,2) = 13;
C(2,1,1,1,1,1) = 11 ;

,.H‘:;‘ |
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Eine numerische Auswertung der bisher bewiesenen Formeln
fur N € 9 liefert die folgende

Tabelle:lﬂ[,}T? (073 L éosé 6057

23

N A(N) A (W) A, (N) Ay, (M)
1 L/// 1 v/// 1 v/// 1 ,//// 1
2 4 3 4 3
3 29 19 26 16
4 355 219 255 137
5 6942 4231 z642 1826
6 209527 130023 75606 37777
7 9535341 6129859 2316169 1214256
8 42779354 431723379 106289210 60075185
9 63260289423 44511042511 7321773414 4484316358
N Z(N) Zo(N) z, (N) Z oy (W) s(N)
1 1 1 1 1 1
2 L/// 3 2 3 2 2
3 19 12 16 9 5
4 233 146 145 76 15
5 4851 3060 2111 1095 52
6 158175 101642 47624 25386 203
7 7724333 5106612 1626003 910161 877
8 550898367 377403266 82564031 49038872 4140
9 56536880923 40299722580 6146805142 3885510411 21147

(729 | (58  ( Wi

<VU&J€n)
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4., As totische Aussagen

Eine recht gute untere Schranke fir D(N) (und damit fur
B(N), A (N) und A(N)) erhalt man sofort aus der bereits
erwéhnten Formel C(k k, )y = (2 kq_ '1)

N-1
D) 2 ) ' CCk,N-k) + 1 2 2;““2 .

k=1

Im folgenden sei 1d x := log2x . Bezeichnet W die An-
zahl der Homoomorphieklassen von Topologien aus A(X), so
gilt offembar A (N) < N!-W . Da jede Darstellungs-
matrix aus OLO(N) einer zweiten aus D(N) ghnlich ist
(3.7.), hat man andererseits AO(N) < D(N) .

Mit 14(N!) < N-1d N ergibt sich

2 < 14 D(N) < 14 Ag(N) < 1 K_(W) + N-1a N

,’ﬂN
< 1d D(N) + N-1a N ,

woraus unmittelbar die asymptotische Gleichheit der Grofen
1d D(N), 1a B(N), 1d AO(N) und 1d AO(N) folgt, mit einem
Restglied der GroPenordnung N-1d N (oder kleiner).

D. KLEITMAN und B. ROTHSCHILD ([5]) veroffentlichten
1970 den folgenden grundlegenden Satz:
1a A(N) = % N° + o(v%la W) .

Unter Verwendung der Darstellungsmatrizen kann man das
Restglied noch wesentlich verbessern, wie nachfolgend ge-
zeigt wird.Dazu sei

V(W) := iDeNNN D = (dij), d;s = O fur i > j}
H(N) := {D eU(N): D¥c D,k > 2?, BY(N) := | ()],
f'(N) := {D e M(N): DX T, k > 2}, H'(N) := 5> (W), .
B (1) = {D e V() 1 D=0, 0200 - 0},

| HA(N) = |fn(N) |
Offenbar ist ?3’(1\1) c %”(N) (wegen DI = O fiir n >N) .

, D

ERNE 25

SATZ 4.1. a) Die Abbildung h : D+ D - E ist eine Bi-
jektion zwischen &H(N) und oLH°(N).

b) Die Abbildung g : D—> D N D? igt eine Bi-
jektion zwischen iy’(N) und @ (N) mit der

Umkehrabbildung A & = Au...ual" |

Insbesondere gilt
B(N) = B(N) = H*(N) < H™N)

Beweis: a) (D - E)2 C Dund D - E & VN) impliziert

(D - E)°> =D - E. Induktiv folgt (D - E)X D-E, k> 2

D -E & Iy(N) . Ungekehrt gilt fur D € Jo’(N)

(D+E)2=D2+2D+EED+E:D+E5 ()

b) Nach Definition von g gilt fir D € &’ (N) : g(D)n D2 = 0

und g(D) T D ; es folgt g(D)k cofcpflc...cp? , also

g(D)n gMX =0 fir k22 : gD e £ W)

Setze A := g(D) C D . Wegen AR = O fiir n > N gilt A¥c &

(k e ) . Es folgt

Ak e pE Ak o ¥ R U DX ;o Fiir k = 1 ist
=g(D)cDC AU D2 wegen D N D% = A. Beim Schlup von

k auf k+1 verifiziert man Ak"/l C Dl{""I C (Ak u ka 2

Y(Au D=
c Ak+’\ U D]nt+.’1A L AkDZ 0 Dk+3 C Ak+’l U Dk+2 U Dk+5 -

- A]:c+’| U Dk+2 , da Dk:+§ C Dk+2 .

Somit D c A w DZE...EK u DN - A (DN = 0). Umgekehrt
ist A¥ c p¥c...cD fiir k e N, , also A C D . Insgesamt
folgt D = g/(\D) .

Fur A € 53 (N) setze man D = 2

Wegen AN = 0 ist A°c A und demit A € % (N). A ©D gilt

nach Definition, und A M AX = 0 (k > 2) liefert
AnA2 =AnD®=0:4AcC gD . Fir k > 2 ist weiter
L R O N , also 2 cau i vaw.

g(D) = AnR2 ca: Insgesamt g(i) = 4 .
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Unser Hauptergebnis ist nun

SATZ 4.2.  %N° < 1d B(N) < 1d H"(N) < xN°+ 2N.142V .

Folglich
%N < 1 A (N) € %N° + 3N-1a°N .

Nur die Ungleichung
1d H™(N) < %N° + 2N.-1a°N

ist noch zu zeigen. Wir gliedern den Beweis in mehrere
Lemmata auf:

Eine leichte Rechnung ergibt zunachst
. D d
. 9 _
LEMMA 1:  Sei D' = (g o)*:”NM,Nm y De My, de M.
Dann gilt

D’ & H™N+1) &> 1) De fn(I),
2) 4 n(D+D¥)a = ©
3) p%a mpa = 0 .

Flir das Weitere benotigt man noch die folgenden Definitio-
nen:

Sei k = 2k” € L3N (k* € N) .

1) Fur 4 = (6i) € Mg, |d] > k¥ , seien a(d),b(d) und c(d)
die durch d eindeutig bestimmten Zahlen mit

Efi) N
.46i=§: 01 = K = Hk, Oyq) =1,
1=

i=N-b(d)+"

6N—b(d)+1 =1, c(d) a(d) + b(d) .

d = (3;) € MN1 sei definiert durch

6, =0 <= a(d) <ig N-b(4) .
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2) fur a’ e My, , |a*| = k , L < N-k sei

far)
9u(a”)

De frme) : and - d’},

1@
{®@ e ey : 1sebHan] < 1,
c(dr) < Lf-k},

@) = Ba) fan
= {2 e grawn) ¢ oja) <k} .

Unmittelbar klar aufgrund dieser Definitionen ist
L
LEMMA 2: la"(Nm) = fg"(N,k) U LJ{*«'gL(d')u b =(ar):ar e My,
ld’| = ki ’

HY(N1) = | 4700 | + Y (] fp@)+ighaenn.
d’eMy,, |d7|=k
Die einzelnen Terme lassen sich abschatzen wie folgt:

LEMMA 3: k<3 —> | f(N,K)| < k- (3 )-H™(N) .

Beweis: Nach Lemma 1, da es hochstens k(E) verschiedene

d e My, mit |d| < k gibt.

LEMMA 4:  Fir 4’ e.My, mit |d’] = k und L < N-k gilt
yRan)] € M)

Beweis: Wegen Lemma 1 hat man fur (2 g) € -@L(d’):

D e %’KN) und (D+Dt)d mnd=0, folglich gilt wegen

@’ c d fiir d” := S((D+D%)d@’) : d” 1 d = O und d”nd’ = O .
Bei festgehaltenem D & ‘%’KN) hat man also fur d hochstens

N-ld»i-ld* | .. .. . . . s
2 Moglichkeiten. Weiter gilt nach Definition

von 4%(a’) |a” > L oder c(a’) > L+k. In beiden Fillen
bleiben fiir d nicht mehr als 28 K=" Mgglichkeiten.
Summation iber alle D € 4@“(N) liefert die Behauptung.
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Besondere Sorgfalt erfordert die folgende Abschatzung :

LEMMA 5: Fiir gerades k mit 4-1d N < k < 5 und 4’ & My,
mit [d’| = k , c(d’) < I+k < N gilt
|flan)g 2B

Beweis: Wir definieren fiur 4” ¢ Myq mit d* n d4” = 0

(D+D¥)a’ ~ d™}. Fiir

fy(ar,am = (02 = (5 5) & pya)

D’ € %(d’ ") liegt D’(d> in %”(N+1—k), wie man sofort

nachprift (vgl. 3.5.). Wir geben daher F € #"(N+1-k) vor
und zahlen die Matrizen D* = (dij) € fb(d’,d”) mit

zd—)=F :
(65 63 e {0,1]), 5%4q = O ; die Koeffizienten dij nit
6’ = O und 65 = 0 sind durch (%) bereits festgelegt.
Wir halten nun ein j £ N fest. Ist 6” = 0, so muf
wegen (D+D¥ )d? ~ 47 fiur alle i mit 6’ =1

Bij = dij + dJl = 0 gelten (1 < i ,3 < N).kSe} déher
63 = 1 : Wegen |d’| = k hat man hochstens 2~ Moglich-
keiten in der Wahl der gij mit 6i = 1.

Ist a(d’) < j < N-b(d’), so gibt es sogar hdchstens
ST+ K/24 7 gt i ehkeiten:

(%) D Sei dazu 4’ = (65), an» =(63),

Dd M DG = O und @’ = 4 impliziert Dd’ m D4’ = O,
a.n.(y " ay;-61)(F 7 a54+62) = 0, somit

i i
(1 dij = 0 fur alle i mit 8] = 1 oder
(2) dji = 0 fur alle i mit &! = 1 .
Wegen a(d’) < j < N-b(4’) hat man
IS ELEPE LD INCES
i<j i<a(d?) i>] i>N-b(d?)
Gilt nun (1), so ist 8ij = O fir alle i < j mit &} = 1,
und es bleiben hochstens k’ verschiedene Indizes i,
(namlich diejenigen mit i > j und 86! = 1), fir welche
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g.. noch frei wghlbar 1st Anaioges gilt im Fall (2), so-

L] Kk’ KP4+ por o i
daf insgesamt hochstens 2 + 2 =2 Moglichkeiten
bleiben, wie behauptet.
~ ..
Setzt man schlieBlich |d7| |d”n 4’| = s , und laBt

J zwischen 1 und N variieren, so erhalt man insgesamt
hochstens .
”» 9 b)
k-85 . S +1)8] ok-6¥
jca(ar) a(d’)<j<N-b(d?) j>N-b(4d’)
_ 2k-s+(k’+ﬂ)(n—s) _ 2(k’+1)n+(k’-1)s

Moglichkeiten fur die Zahlen Bij = 854 mit 6! = 1, und
damit auch fiur die dij mit éi = 1 oder 65 = 1.
(Fur j = N+1 ist 6! = 0)
Summation lUber die F aus »(N+1-k) ergibt
’
| fy(ar,am)] < En(Ne1-k) - 2K+ DDr(E =18 gy g
N ..

] = n,ld” n a’| = s. Es folgt fur ¢ = c(d’) :

- ) '
I%L(d’)"ﬂ”(N‘Fq—k) 1 < 2(k +’1)n+(k 1)8.

0¢8<n<L

|{a” e Mg, ¢ |a”| = n,la"n @] = 8, @’ n a” = O}]

= E : 2 (k7 + M0+ (k> ~1)s (C;k>(g::> , und dieser Ausdruck
o¢s<n<l

ist fir 4-1d N < k < g , ¢ £ I+k , hochstens gleich 2Lk+2,
wie eine kurze Rechnung zeigt. |

Aus den bisherigen Abschatzungen ergibt sich nun

Hn(N+1) < (W)(x + oY TV gn(w) + 2ME+2 gm(ne-k)).
k )

Setzt man k = 2.[2-1d N + 1], L = [§ + 2:1a°N - 2.1 N + 1]

so folgt Satz 4.2. durch vollstandige Induktion nach N,
wobei der Induktionsbeginn (N=1,2,... mit g < 4-1d4 N)
wegen 14 H"(N) < %N2 trivial ist.
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DaB die wahre Gropenordnung des Restgliedes
R(N) = 1d A(N) - %N° wahrscheinlich N-1d N ist, legt die
folgende Tabelle nahe:

N 3 4 5 6 7 8 9
FI_ 0,549 0.557 0.560 0.559 0.556 0.553 0.548
Der Quotient ﬁ$§§l§ ist also zumindest fir kleine N an-

. . R(N . 1 o
nahernd konstant, wahrend ﬁ7§3}F monoton wie 1d N fallt.

Von besonderem Interesse fur das Weitere sind die Quotienten

A (N+1)
am - Sy o 20 - M

il

SATZ 4.3, p(F+1) 2 p(N) , a(F*1) 2 3 a(N) .
Beweis: 1) Sei fir D e $H(N)
n(D) := |[{d e My, : Dd c d}]

Wegen H(N+1) = {(

B(N+1) = 2 h(D) .
D g &H(W)

D d) : De B(N), Da cd] ist

Ebenso folgt aus

D 4 d
1 2 D e H(N),d,,d, €

I:(N+2)D{ o 1 o) : e UNﬂ’}

o o 1 Dd, = d, , Dd, C 4,

B(N2) > Y h(D)° .

D & &(N)

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gibt das
B(N+2)-B(N) > 3 :h(D)2 Y1120 :h(p))2 -

D e »(I) D g H(N) D e XN)
B(N+1)2 |

D - D

2) Fur D e Lk y...,k,) ¢ D(N) sei k(D) := kyl-...- k!,

kp i= k , Ty i= T,
&q(0) = {0v = (G
£y = {00 = (39

K (D) := | & (D)] , Ex(D) := | &(D)] .

: D' & L(k4ye0eky1),dohe rp, =41,

: D' € K(k1,...,kr+1),d.h. Tps = rD},

Dann folgt mit 3.7.

A(N)-Z

De Z)(N)

B = T (8 1,0+l ) -
D e D(N)

= (N+1)- E
(N)

B, (F42) = 5 (N+2) Y A (B (D)4 (e 1) T B (D)
D e D(M) D’=(D d)sI)(NM)

= (N+2)(N41) - Z{n S (K (D4 %E, (DY) )
(N)

D’sﬁa(D)
+ (kD+1)_1-

2Dy Eq (D) + (& +1)'1K (D)) .

(B,(0*) + (k)T 'K, (D)) )
DY € 8,(D)

Lhnlich wie Lemma 1 weist man leicht die folgenden Implika-
tionen nach :

D0 = (Q9) e &) => Ey(D*) = E (D) ;

2) p* = (3 9) € Ky(D) => &) B (D) 2 K (D),

b) K, (D?) = E,(D) .















