{Lﬂﬂ_‘_ﬂ/ P19538% —h718-920
(.

Dio Zahlenreihen. ﬂ' s
&32Fh Ui7>8

{x . . . f . .
a\J einem Polynom mit ganzzahligen Kot fizienten dquivalent

/

sein, so muB a den Faktor n! enthalten, und soll ein Polyform
a (i) -+ b()L:"Wl) -+ (:(ni.z) 4k (g> durch ein Polynom mit ganz-
zahligen Koeffizienten darstellbar sein, so miissen @, b, ¢, . . ., k
der Reihe nach durch n!, (n—1)!, (n—2)!, ..., 1! teilbar sein.
— Fin Potenzpolynom braucht daher nicht ganzzahlige Kocffi-
zienten zu besitzen, um fiir alle ganzzahligen Werte des Terms
ganze Zahlen zu licfern. — Ist aber ein Polyform gleich einem
Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten, so sind die Koeffizienten
des Polyforms der Reihe nach durch n!, (n—1)!, (n—2)!,
..., 1! teilbar.

§ 21. Verwandlung von Potenzen in Polyforme.

Zur Verwandlung von a” in ein Polyform bediirfen wir 7 -1

aufeinanderfolgende Glieder der durch a* definierten arithmetischen

Reihe. Wir wihlen als solche die Glieder 0, 1, on Jr, .., .

Bilden wir mit deren Hilfe das zugehdrige Zahlendreicck, so ist
* die Form der Glieder der ersten (linken) Seite dieses Dreiecks

i fom e et D)
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Wir wollen diese Konstituente der Reihe kurz mit K;; be-

zeichnen und die r-te Konformante der n-ten Potenz nennen.
Es ist dann

(2) =KL HK B K6 KOG
Das Bildungsgesetz der Konformanten ergibt sich nun
folgendermaflen: Es ist

. —1 "— fr—1\
Ki=r{m——o—1(7 2 () —
—1\ fr—1\\ __ r
—{—(rfl) (r—l)f - TFn——l ’
wenn wir die eingeklammerte Grofie mit Fn_r_l bezeichnen. Mit
Benutzung dieser Relation kénnen wir schreiben:

(x -+ 1)n+1 :Z‘!}l “’\x—lfl—l) +2]—1i /a:z:)—l) + 3]'73 (x;l‘) ...
+e+n R ED)

[IEE

woraus, da allgemein a(11-1>:(x -+ 1)<o(il> ist, nach Division

der Gleichung durch z -1

. 1, e/x\ 3/x\ AT e
(1) ::Fn_T"I 71(1)7“1‘171('2)'7""'_I L = (r)
hervorgeht.

Aus Gleichung (2) ergibt sich nun nach Umformung

1=K (KK )+ G &)+ K0
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Vergleichen wir nun die Koeffizienten dicser beiden Formen
von (2 -}-1)*, so ergeben sich unter Beriicksichtigung von K; =r [

die Relationen "
KT 2Kz1+1
2([o+ K=K
3 (K;Zb + /7%) = n—?Ll

(K G =K
VK=K

Von den beiden Endgleichungen abgesehen, lautet also das
Bildungsgesetz der Konformanten

(3) (K K =K

nach welchem die folgende Tabelle berechnet ist.

KKK Ki K Ko Ko Ko Ko
g

0

;0 ag

Ks
Ki
K:
Ks

30 150 240 120 0

Ko 1 62 540 1560 1800 720 0

J(7 1126 1806 8400 16800 15120 5040 0

Jh 1254 5796 40824 126000 191520 141120 40320 0
K 1510 18150 186480 834120 1905120 2328480 1451520 362880

Ks

Kann man eine Potenz in eine Polyform verwandeln, so auch
ein Polynom, indem man jeden Posten fiir sich verwandelt. —
Eine praktische Methode daneben ist die, mit Hilfe des gegebenen
Polynoms die erforderliche Anzahl aufeinanderfolgender Glieder
2u berechnen, was am besten nach der von Descartes angegebenen
Methode?) geschieht, um aus dicsen dann mittels des Zahlendreiecks

die Konstituenten der Reihe zu gewinnen.

: 1/2\ « J/72(= onfx) -
_ Nachv(.?) ist das Polyform [(n (;)T ” k\2>—i— .. .—‘IL— Coln) glfexch
¢inem (aus einem Posten bestehenden) Polynom mit ganzzahligen
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Koeffizienten, und darum, nach § 20 (SchluBsatz), jeder Koeffizient
des Polyforms durch die entsprechende Fakultit teilbar. Es sind

KKK K
also "oy T g v al ganze Zahlen.

Wir nennen sic die gekiirzten Konformanten und bezeich-
’ .
nen sie mit [(7: Aus dem Bildungsgesetz der ungekiirzten ergibt
sich dann einfach das der gekiirzten Konformanten. Es ist

Kt K=K
nach welchem die folgende Tabelle berechnet ist.
’/}" K’i K’i | K’i K’z IS, KI:; Klg K’g
Ki 1

Ki o ~
K51 1 0 ﬂ»ggq:}'
SR 1 0

Kiv o1 6 1 0

Ki:v 15 25 10 1 0

Ki 1 s %0 65 15 10

K7 v 63 sor 350 1402t L0
KT 1 121 s 1701 1050 266 2 10
K51 255 3025 7770 6951 2646 46290 1

Die Glieder K’r;;l und K‘n—il stellen aufeinanderfolgende
Glieder einer Diagonalreihe dar. Die Differenzreihe der Diagonal-
reihe ist also ‘

(r7'r—1 'y Ty —1 Ty

A\K n )zf(n{l'“K n :Tl<1L°
 Die Beziehung der Diagonalreihen zueinander ist daher die
analoge wie die der Kolonnen der Kombinanten. Ist eine Diagonal-
reihe eine arithmetische Reihe, so ist es auch die Differenzreihe
der folgenden Diagonale und damit auch diese selbst. Die Ord-
nung der folgenden Reihe ist um 2 hoher als die der vorher-
gehenden. — Nun ist tatsichlich die zweite Diagonalreihe eine
arithmetische Reihe 0-ter Ordnung: Sie besteht aus lauter Ein-
heiten. Also sind es auch alle folgenden. Die dritte insbesondere
‘st dic Reihe der Formanten 2-ter Ordnung. — Die Kolonnen
der Tabelle dagegen sind, von der ersten abgesehen, keine arith-

metischen Reihen. Die zweite Kolonne hat die Form 2*—1.
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§ 22. Symmetrische Reihen.
Von besonderer Bedeutung sind diejenigen Reihen, deren Glieder
einander paarwels gleich sind, wobei die gleichen Glieder zu-
gleich symmetrisch angeordnet erscheinen. Die allgemeine Be-

dingung der Symmetric einer Reihe (’U"In) ist daher, dal jedem
iurer Glieder cines in der konversen Reihe "‘rv"";':’pu} gleich ist,
wo p einen zu bestimmenden konstanten Term bedeutet. Es mul
Jlso fiir jeden Wert von m die Gleichung (v’f';-: y— P erfill-
bar sein. Diese Bedingungsgleichung 16st sich nun in ein System
von 71 Gleichungen auf, wenn

\ \ o . e .
() mafm) 8 ol mafd( o A0 TR
ist, die konverse Reihe sich also durch die Form 6 in § 15 darstellen
1aBt und in der so entstehenden Gleichung die Koeffizienten ver-
glichen werden, — In dem sich daraus ergebenden System der

L . o =T\ .
Bedingungsgleichungen ist die erste a = leé @. Aus ihr geht un-

mittelbar hervor, dal eine Reihe nur dann symmetrisch sein kann,
wenn 7 eine gerade Zahl ist. Nur eine Reihe von gerader Ord-
nung kann also symmetrisch sein. Eine Reihe von ungerader

. . . . [ it .
Ordnung kann jedoch die Gleichung \{\vr;”/ — ("] p;l erfiillen,
N\

d.h. jedem Gliede der Reihe kann ein zu ihm symmetrisch gelegenes
gleich sein, wenn man das Vorzeichen des letzteren umkehrt. Jedem
Gliede entspricht also ein gleiches in der inversen Reihe. Wir nennen
daher Reihen ungerader’ Ordnung, welche dieser Bedingung
geniigen, invers—symmetrisch. Jede Reihe, einerlei welcher Ord-
nung, kann also entweder symmetrisch oder invers-symmetrisch
sein. Wenn wir im Folgenden von der Symmetrie der Reihen im
allgemeinen sprechen, so ist darunter die eigentliche Symmetrie zu
verstehen, wenn es sich um Reihen gerader, die inverse dagegen,
wenn es sich um Reihen ungerader Ordnung handelt.

Die Bedingungsgleichungen der Symmetrie sind dann allgemein
die folgenden: '

1
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l\r?‘l)a—_c 1.¢>b/+cr —¢c

flr—l oy —2\ 27 r—3\ 7 e

e (T .

.“1‘——1 r—2 7| (r 3 ___17“—-4 o ’ -

._\4>a,w—3)b KZ)G f1>d,e =

[r—1\ r—2 r—3\ (r—+4 ’

R P P R +

r—1 fr—2\1r (r—3\ [y —3%\ g A\ gF L

(rNa—(72)¥+( o —( T+ T -9
a— b - ¢ — d L peg M=k

LR =k
Voigt, Theorie der Zahlenreibhen. 3




